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周期激励频率对蔡氏振子的动力学行为的影响

陈章耀　张晓芳　季颖　毕勤胜
（江苏大学理学院，镇江　２１２０１３）

摘要　蔡氏振子在不同的参数条件下可以表现为两个共存的对称单涡卷周期振荡以及单个对称的双涡卷

周期行为．两个对称的单涡卷周期振荡在周期外激励作用下，随着频率的变化，分别演化为两个对称的混沌

吸引子，在混沌区域中存在着不同形式的周期窗口以及倍周期分岔过程．同时在低频激励下，两个对称的混

沌吸引子会相互作用，形成扩大了的混沌吸引子，其相应的轨迹交替在两个混沌子结构上来回长时间逗留．

而双涡卷周期行为在周期激励下，可以导致共存的两个对称的概周期振荡．它们之间经相互作用形成单个

概周期解，进而演化为双涡卷混沌吸引子．

关键词　周期激励，　蔡氏振子，　混沌吸引子，　共存

引 言

作为一个经典的混沌电路，蔡氏模型的复杂动

力学行为经过多年的工作已经被深刻地认识［１，２］，

人们刻划了其通过倍周期分岔进入混沌的机制［３］，

给出了混沌吸引子从单涡卷到双涡卷的演化过

程［４］．基于蔡氏模型，通过适当改变其中的部分电
路结构，可以相应地建立其他混沌电路［５］．如通过
增加一个与电感串联的线性电阻，则可得到具有更

为复杂混沌行为的蔡氏振子．近年来各国学者对蔡
氏电路及其各种修改电路进行了大量理论分析和

实验研究［６］［７］，揭示了其中诸如阵发混沌、周期激

剧增加等丰富的非线性行为［８］，讨论了耦合蔡氏电

路中的各种同步机制［９］．迄今为止，这些结果大都
是基于自治系统，而对于电路系统而言，其结构中

可能包含各种形式的交变电源［１０］．这些随时间按
一定规律变化的交变电源对原自治系统会产生相

应的激励，从而导致整个电路的复杂化．对于各种
激励下的蔡氏振子的动力学特性，据笔者所知，至

今尚没有较为系统的报道．探讨周期激励下非线性
电路的演化过程，尤其是激励频率变化对系统的影

响，对于深入理解非线性电路系统的复杂性、控制

其振荡特性都有重要的现实意义．本文正是基于这
样的背景，分析周期激励频率变化下蔡氏振子的各

种分岔行为．

１　周期激励下蔡氏振子的数学模型

蔡氏振子是由五个线性电子元件（两个电容、

一个电感、两个电阻）和一个被称为蔡氏二极管的

非线性电阻组成（图１ａ）．当 Ｒ０＝０时蔡氏振子即

为经典的蔡氏电路［４］．为探讨周期激励下蔡氏振子
的行为，我们在该电路上并联一个周期变化的交变

电流源（图１ｂ）．这样就获得了一个非自治蔡氏振
子．其电路的状态方程为

图１　电路图 （ａ）蔡氏振子；（ｂ）周期激励下蔡氏振子
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其中Ｇ＝１Ｒ，ω＝２πｆ，ＩＧ和 ｆ分别代表交变电流源

的幅值和频率．
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公式（２）描述了通过非线性电阻 ＮＲ的电流与电压
之间的关系，简称 ｖ－ｉ特性曲线方程，该曲线关于
原点对称、三段线性且连续（见图２）．

图２　非线性电阻的 特性曲线
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其中

ｆ（ｘ）＝ｂｘ＋１２（ａ－ｂ）｛｜ｘ＋１｜－｜ｘ－１｜｝ （４）

２　蔡氏振子的平衡点分析

当ＩＧ＝０或ω＝０时，方程（３）即为典型的蔡氏

振子．从方程（３）可知，无论怎样的参数条件，系统
总存在平凡平衡点Ｅ０＝（０，０，０）．进一步分析可以
发现，当（β＋γ）ｂ＋β≠０时：

对于
（ｂ－ａ）（β＋γ）
β＋ｂβ＋ｂγ ＞１，存在两个不平凡的

平衡点，平衡点可写为：
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而对于
（ｂ－ａ）（β＋γ）
β＋ｂβ＋ｂγ ＜１，则只有一个平凡

的平衡点即Ｅ０＝（０，０，０）．这些平衡点的稳定性由
相应的特征方程确定．取定参数：

Ｌ＝１２．０ｍＨ，Ｃ２＝２１．３２ｍＦ，Ｒ０＝０．０３０９Ω，

Ｇａ＝－０．８７９ｍＳ，Ｇｂ＝－０．４１２ｍＳ，Ｅ＝１ｍＶ

（６）
图３给出了在（Ｒ－Ｃ１）平面上的分岔集，其中

Ｓ１，Ｓ２为简单分岔集，Ｈ１，Ｈ２为Ｈｏｐｆ分岔集．

图３　平面上的分岔集线

Ｆｉｇ．３　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｅｔｓｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｐｌａｎｅ

当参数穿越 Ｈ１进入区域④时，Ｅ－，Ｅ＋同时失
稳，均由Ｈｏｐｆ分岔导致一对共存的周期振荡，随着
参数的进一步变化，这对共存的周期行为均可以分

别通过倍周期分岔进入混沌，也可以通过其周期吸

引子在空间的扩张而产生相互作用，形成单个具有

对称结构的周期振荡，进而进入混沌．数值模拟可以
证实这些平衡点的稳定性及其分岔特性，在此从略．

由于蔡氏振子具有对称性，随着参数的变化，

可以存在着单个具有对称结构的吸引子或共存着

两个对称的吸引子．我们首先讨论蔡氏振子的分岔
特性，进而探讨这两种不同情形下的振子随着周期

激励频率变化下的复杂动力学行为．

３　周期激励下的蔡氏振子

当ＩＧ≠０时，蔡氏振子会在周期激励下产生许

多复杂的动力学行为．我们讨论如下两种较为典型
的情形：一种是共存着一对对称的周期吸引子 Ｐ１
和Ｐ２（图４ａ，ｂ），另一种是该振子只存在单个具有

图４　蔡氏振子的周期吸引子：（ａ）与（ｂ）为当Ｒ＝１．５７１Ω，

Ｃ＝５．７５ｍＦ共存的一对对称的周期解；（ｃ）为当Ｒ＝１．４７７Ω，

Ｃ＝５．７５ｍＦ时单个具有对称结构的周期解

Ｆｉｇ．４　ＰｅｒｉｏｄｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆＣｈｕａ＇ｓｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ：（ａ），（ｂ）ｔｗｏｃｏｅｘｉｓｔｅｄ

ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＲ＝１．５７１Ω，Ｃ＝５．７５ｍＦ；（ｃ）ａｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｗｏｓｙｍｍｅｔｒｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｆｏｒＲ＝１．４７７Ω，Ｃ＝５．７５ｍＦ
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对称结构的周期振荡 Ｐ３（图４ｃ），它们分别在周期
激励下的动力学演化过程．
３．１　Ｐ１和Ｐ２单独存在时的分岔行为

当Ｒ＝１．５７１Ω，Ｃ１＝５．７５ｍＦ时，自治蔡氏振子

共存着一对对称的周期吸引子（图４ａ，ｂ）．图５给
出了幅值为 ＩＧ＝１２．５ｍＡ周期激励频率变化下的
分岔过程．

图５　分岔图 （ａ）与（ｂ）为共存对称的两种分岔模式

（ｃ）与（ｄ）为（ａ）中分岔模式的局部放大图

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓ：（ａ）（ｂ）ｔｗｏｃｏｅｘｉｓｔｅｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｆｏｒｍｓ

（ｃ）（ｄ）ｌｏｃａｌｌｙｅｎｌａｒｇｅｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

图６　不同频率下的行为 （ａ）ｆ＝２３．８０Ｈｚ时的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，

（ｂ）ｆ＝２７．００Ｈｚ时的相图

Ｆｉｇ．６　Ｄｙｎａｍｉｃｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ：

（ａ）Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｓｆ＝２３．８０Ｈｚ，（ｂ）Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｆ＝２７．００Ｈｚ

周期激励频率变化下的振子也存在两种对称

的分岔模式．当ｆ＜２５．７９Ｈｚ时，电路呈概周期振荡
（图６ａ）．在ｆ＝２５．７９Ｈｚ处产生亚临界 Ｈｏｐｆ分岔，
导致当ｆ∈［２５．７９Ｈｚ，３２．７０Ｈｚ］时，概周期振荡失
稳，演化为周期行为（图６ｂ）．而当 ｆ∈［３０．７６Ｈｚ，
３２，６１Ｈｚ］时，共存着三种周期振荡现象，其相应的
轨迹分别围绕Ｅ－，Ｅ０，Ｅ＋（图７）．当ｆ∈［３２．６１Ｈｚ，
３２，７０Ｈｚ］时，围绕Ｅ－，Ｅ＋的周期振荡产生 Ｈｏｐｆ分
岔，扭扩为概周期振荡，而围绕平衡点Ｅ０的周期振
荡依然保持稳定（图８），直到ｆ＝３２．７０Ｈｚ时消失．

图７　ｆ＝３１．００Ｈｚ时三个共存的周期解

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｒｅｅｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｆ＝３１．００Ｈｚ

图８　ｆ＝３２．６８Ｈｚ时共存的吸引子（ａ）（ｃ）Ｐｏｉｎｃａｒé映射；（ｂ）相图

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｅｘｉｔｅｄａｔｔｒａｃｔｏｒｓｗｉｔｈｆ＝３２．６８Ｈｚ（ａ）（ｃ）Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｓ；

（ｂ）Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔ

图９　ｆ＝４９．００Ｈｚ时共存的一对混沌吸引子

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｃｏｅｘｉｔｅｄｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｆ＝４９．００Ｈｚ

随着ｆ的继续增加，共存的两种分岔模式均在
周期和概周期之间来回交替，直到 ｆ＝４９．００Ｈｚ时
分别由环面破裂导致两个对称的混沌吸引子 （图

９）．在混沌区域中可以观察到各种周期窗口．从局
部放大图（图５ｃ，ｄ）中可以明显地发现典型的倒倍
周期分岔窗口以及在混沌和周期之间互相演化的

阵发现象，这里只画出与Ｅ－相关的分岔图．

图１０　不同频率下的混沌吸引子 （ａ）ｆ＝０．０１Ｈｚ时共存的

一对混沌吸引子中的一个；（ｂ）ｆ＝０．０２Ｈｚ；（ｃ）ｆ＝０．０４Ｈｚ

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ：

（ａ）ｏｎｅｏｆｔｗｏｃｏｅｘｉｓｔｅｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

ｆ＝０．０１Ｈｚ；（ｂ）ｆ＝０．０２Ｈｚ；（ｃ）ｆ＝０．０４Ｈｚ

当外激励频率相对较小时，从 ｆ＝０．０时 Ｅ－，
Ｅ＋经Ｈｏｐｆ分岔和倍周期分岔出两个对称的周期４
解（图４ａ，ｂ）．随 ｆ的增加，系统分别演化为两个对

５４
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称的混沌吸引子（这里只画出一个，图１０ａ））．当 ｆ
继续增加，这两个对称的吸引子会产生相互作用，

从而形成连接Ｅ－，Ｅ＋的扩大了的混沌振荡．随着ｆ
的增加，混沌吸引子的轨迹虽然在空间上拓展，但

其定性结构保持不变（图１０ｂ，ｃ）．同时从时间历程
上可以发现，混沌轨迹明显地分别在两个原来对称

的混沌子结构上长时间逗留，其相应的逗留时间长

度随ｆ的增加而缩短（图１１）．同时与ｆ较大时的情
况相比，系统呈现出明显的快慢效应。

图１１　相应的时间历程（ａ）ｆ＝０．０１Ｈｚ；（ｂ）ｆ＝０．０２Ｈｚ；（ｃ）ｆ＝０．０４Ｈｚ

Ｆｉｇ．１１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ：

（ａ）ｆ＝０．０１Ｈｚ；（ｂ）ｆ＝０．０２Ｈｚ；（ｃ）ｆ＝０．０４Ｈｚ

３．２　只存在Ｐ３时的分岔行为
当Ｒ＝１．４７７Ω，Ｃ１＝５．７５ｍＦ时，原自治系统只

存在单个具有对称结构的周期吸引子（图４ｃ），图
１２绘出了幅值为ＩＧ＝２３．０９ｍＡ随周期激励频率变

图１２　共存的两种分岔模式

Ｆｉｇ．１２　Ｔｗｏｃｏｅｘｉｓｔｅｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｆｏｒｍｓ

化的分岔特性．此时依然共存有两个不同的分岔模
式．当ｆ＜４６．５３Ｈｚ时，外激励使得原周期运动扭扩
为概周期振荡．相似地，当ｆ∈［４６．８２Ｈｚ，４７．１７Ｈｚ］
时，三个分别围绕 Ｅ－，Ｅ０，Ｅ＋的周期振荡共存，而
当ｆ∈［４７，１７Ｈｚ，４８．９６Ｈｚ］，围绕Ｅ０的周期解仍保
持稳定，而与Ｅ－，Ｅ＋相关的周期轨道经 Ｈｏｐｆ分岔
后分别产生两个对称概周期解．当 ｆ∈［４８．９６Ｈｚ，
４９．８２Ｈｚ］时，与 Ｅ０相关的周期轨道消失，只剩下
两个对称的概周期振荡（图１３ａ，ｂ）．当ｆ＞４９．８２Ｈｚ
时，两个概周期吸引子相互作用，形成扩大了的原

点对称的单个概周期振荡（图１３ｃ）．该概周期振荡
失稳后进入混沌状态，在混沌区域中，存在各类形

式的周期窗口．随着频率 ｆ的继续增加，混沌吸引

子结构基本保持定性一致（图１３ｄ）．

图１３　不同频率下的Ｐｏｉｎｃａｒé映射 （ａ）（ｂ）ｆ＝４９．２０Ｈｚ时

共存的概周期解；（ｃ）ｆ＝５０．５０Ｈｚ时的概周期解；

（ｄ）ｆ＝６２．３０Ｈｚ时的混沌吸引子

Ｆｉｇ．１３　Ｐｏｉｎｃａｒéｍａｐｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ：（ａ）（ｂ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄ

ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｆ＝４９．２０Ｈｚ，（ｃ）ｑｕａｓｉ－ｐｅｒｉｏｄｉｃ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｆ＝５０．５０Ｈｚ，（ｄ）ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｆ＝６２．３０Ｈｚ

４　结论

蔡氏振子对于两个共存的对称单涡卷和单个

原点对称的双涡卷周期振荡在周期激励下具有不

同的分岔特性．单涡卷周期解随着外激励频率的变
化，分别导致两个对称的混沌行为，而双涡卷周期

解则走向双涡卷混沌．同时，其分岔过程中的精细
结构也存在着明显的差别．需要指出的是，当外激
励频率很小时，系统呈现出明显的快慢效应，即使

在两个单涡卷混沌相互作用导致双涡卷混沌吸引

子后，这种快慢效应依然非常明显．
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