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摘要　研究一类具有三维自治常微分方程组形式的新的类Ｃｈｅｎ系统的余维二分岔．首先通过坐标变换，把

原系统的平衡点平移到新系统的原点．通过对平移后所得新系统的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵的分析，推导系统发生余维

二Ｂａｕｔｉｎ分岔的参数条件．借助计算机对类 Ｃｈｅｎ系统进行数值仿真，得到该系统发生 Ｂａｕｔｉｎ分岔的分岔

图，与理论推导结果相符合，从而验证了理论推导的正确性．

关键词　类ｃｈｅｎ系统，　余维二，　Ｂａｕｔｉｎ分岔，　数值仿真

引 言

自１９６３年Ｌｏｒｅｎｚ［１］发现第一个混沌吸引子以
来，混沌理论得到了迅猛的发展．由于混沌理论在
通信、交通等诸多领域中的广泛应用，许多学者对

Ｌｏｒｅｎｚ进行了深入的研究．在Ｌｏｒｅｎｚ吸引子的研究
基础上，１９９９年 Ｃｈｅｎ［２］利用混沌反控制方法成功
实现了一个新的三维混沌系统—Ｃｈｅｎ系统．２００２
年Ｌü和 Ｃｈｅｎ［３］基于同样的思想发现了 Ｌü系统，
这个三维混沌系统在Ｌｏｒｅｎｚ系统和Ｃｈｅｎ系统之间
架起了一座桥梁．对混沌系统的动力学行为进行深
入细致的研究，有助于我们更好地利用混沌吸引

子．Ｌü和Ｄｕａｎ［４］通过严格的数学推导及数值仿真
研究了混沌Ｌü系统的余维二 Ｂａｕｔｉｎ分岔，得到了
Ｂａｕｔｉｎ分岔的参数条件，并给出了分岔曲线的解析
表达式．Ｍｅｌｌｏ，Ｃｏｅｌｈｏ［５］进一步讨论了Ｌü系统发生
余维三退化Ｈｏｐｆ分岔的情形．徐慧东、谢建华［６］通

过中心流形理论和范式方法理论分析了高维映射

的余维二 Ｈｏｐｆｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔．Ｌｉ等［７］在 Ｃｈｅｎ系
统中加入一个动态的控制器得到了所谓超混沌

Ｃｈｅｎ系统．ＥｌＤｅｓｓｏｋｙ［８］基于主动控制理论，研究
了超混沌Ｃｈｅｎ系统的同步与反同步问题．Ｙａｎ利
用线性反馈控制、速度反馈控制、非线性双周期函

数反馈控制和非线性双曲函数反馈控制等四种方

法将超混沌Ｃｈｅｎ系统镇定到不稳定的平衡点．
最近，王震、毛鹏伟［９］提出一种具有三维自治

常微分方程组形式的新的类 Ｃｈｅｎ系统，并讨论了

该系统基本的动力学行为和平衡点处的 Ｈｏｐｆ分
岔．本文通过理论推导和数值仿真的方法对文献
［９］中提出的类 Ｃｈｅｎ系统做进一步分析，讨论其
余维二的 Ｂａｕｔｉｎ分岔，得到了更丰富的动力学结
果．

１　Ｂａｕｔｉｎ分岔的理论分析

考虑一个新的类Ｃｈｅｎ系统［９］，其方程形式如下：
ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝（ｃ－ａ）ｘ－ａｘｚ＋ｃｙ{
ｚ＝－ｂｚ＋ｘｙ

（１）

其中ａ，ｂ，ｃ为实数，且 ａｂｃ≠０．较之于 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
等其余的一些系统，该系统在参数的选择上有较大

的空间，因而可表现出更加复杂的动力学行为．下
面我们将对该系统作进一步的理论分析．

为求系统（１）的平衡点，令 ｘ＝ｙ＝ｚ＝０．显然，

?当２ａｂｃ－ａ２ｂ＝０时，系统只有一个平衡点 Ｏ（０，
０，０）；（ｉｉ）当２ａｂｃ－ａ２ｂ＞０时，系统有三个平衡点

Ｏ（０，０，０），Ｅ＋（
２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，

２ｃ－ａ
ａ ）和 Ｅ－

（－ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，－ ２ｂｃ－ｂａ

槡 ａ ，
２ｃ－ａ
ａ ）．关于这三个平

衡点的稳定性，有以下结果：

引理１［９］　当２ａｂｃ－ａ２ｂ＞０，则（１）Ｏ（０，０，０）
是非渐进稳定的，（２）如果ｂ＜０或 ａ＞ｃ，ｂ＞０或 ａ
＜ｃ，则Ｏ（０，０，０）是不稳定的．
引理２［９］　平衡点Ｅ＋，Ｅ－是渐进稳定的，当且
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仅当ｂ＋ａｃ＞０，２ａｂｃａ２ｂ＞０，ｂ２ｃｂｃ２３ａｂｃ＋２ａ２ｂ＞０．
我们仅对平衡点 Ｅ＋处的分岔进行讨论，其余

平衡点处的分岔可做类似讨论．为此先将平衡点移
至原点Ｏ（０，０，０），即做坐标变换：

　Ｘ＝ｘ－ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，Ｙ＝ｙ－ ２ｂｃ－ｂａ

槡 ａ ，Ｚ＝ｚ－２ｃ－ａａ
（２）

将变换（２）代入（１）式，得新系统：

Ｘ
·

＝ａ（Ｙ－Ｘ）

Ｙ
·

＝－ｃＸ＋ｃＹ－ａ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ Ｚ－ａＸＺ，

Ｚ
·

＝ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ Ｘ＋ ２ｂｃ－ｂａ

槡 ａ











 Ｙ－ｂＺ＋ＸＹ

（３）

系统（３）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

　Ｊ＝

－ａ ａ ０

－ｃ ｃ －ａ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ















－ｂ

（４）

系统（３）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵对应的特征方程为
ｆ（λ）＝λ３＋（ａ＋ｂ－ｃ）λ２＋ｂｃλ＋４ａｂｃ－２ａ２ｂ

（５）
假设方程（５）有一对共轭纯虚特征根 λ１，２＝±ｉω，
其中ω＞０．则可推得

ω２＝ｂｃ＞０，

ｂ＝ｃ
２＋３ａｃ－２ａ２

ｃ （６）

这里ｃ２＋３ａｃ－２ａ２＞０．
由Ｊｑ＝ｉωｑ，ｑ∈瓘３，借助Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５．０推导得

ｑ＝

－ａ２ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ
（２ａ２－３ａｃ－ｃ２）＋（ａ－ｃ）２ａ２－３ａｃ－ｃ槡

２

－ａ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ（ａ＋２ａ
２－３ａｃ－ｃ槡

２）

（２ａ２－３ａｃ－ｃ２）＋（ａ－ｃ）２ａ２－３ａｃ－ｃ槡
２

　　　　　　　　　　





















１

，

由ＪＴｐ＝－ｉωｐ，ｐ∈瓘３，且使得 ＜ｐ，ｑ＞＝１，可求得
特征向量ｐ的表达式为

ｐ＝

－（ａ－２ｃ）（４ａ４－１４ａ３ｃ＋６ａ２ｃ２＋１０ａｃ３＋２ｃ４－ｉ（５ａｃ２－２ａ２ｃ－ｃ３） －２ａ２＋３ａｃ＋ｃ槡
２）

２ａ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ（４ａ
４－１６ａ３ｃ＋１４ａ２ｃ２＋３ａｃ３＋ｃ４）

－（ａ－２ｃ）（４ａ４－１０ａ３ｃ＋４ａ２ｃ２＋２ａｃ３＋ｉ（３ａｃ２＋６ａ２ｃ＋ｃ３－４ａ３） －２ａ２＋３ａｃ＋ｃ槡
２）

２ａ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ（４ａ
４－１６ａ３ｃ＋１４ａ２ｃ２＋３ａｃ３＋ｃ４）

　　　 ｃ（ａ－２ｃ）（ａ＋ｃ）
１４ａ３＋２ａｃ２－２ｃ３－８ａ２ｃ－ｉ（６ａｃ＋２ｃ２－４ａ２） －２ａ２＋３ａｃ＋ｃ槡

























２

，

其中＜·，·＞表示瓘３中标量积．
将系统（３）改写成如下形式：

　

Ｘ
·

Ｙ
·

Ｚ













·

＝

－ａ ａ ０

－ｃ ｃ －ａ ２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ















－ｂ

×











Ｘ
Ｙ
Ｚ
＋
　０
－ａＸＺ









ＸＹ

（７）

记Ｆ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）＝
　０
－ａＸＺ









ＸＹ
，由

Ｂｉ（ｕ，ｖ）＝∑
３

ｊ，ｋ＝１

２Ｆｉ（ξ）
ξｊξｋ ξ＝０

ｕｊｖｋ，ｉ＝１，２，３ （８）

Ｃｉ（ｕ，ｖ，ｗ）＝∑
３

ｊ，ｋ，ｌ＝１

３Ｆｉ（ξ）
ξｊξｋξｌ ξ＝０

ｕｊｖｋｗｌ，ｉ＝１，２，３

（９）
由式（８）和（９），以及非线性项Ｆ的表达式，我们有

Ｂ（ｑ，珋ｑ）＝

　　　０
－ａ（ｑ１珋ｑ３＋珋ｑ１ｑ３）

　ｑ１珋ｑ２＋珋ｑ１ｑ









２

，

Ｂ（ｑ，ｑ）＝

　０
－２ａｑ１ｑ３
２ｑ１ｑ









２

，Ｃ（ｑ，ｑ，珋ｑ）＝










０
０
０
．（１０）

将ｐ，ｑ表达式代入式（１０）进行计算，并再次利用
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５．０，我们容易计算得到Ｊ－１及（２ｉωＥ－
Ｊ）－１，其中Ｅ为３×３阶单位矩阵，则有

０４
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Ｊ－１＝

ａ－ｃ
－２ａ２＋４ａｃ

１
２ａ－４ｃ

１

２ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ
ａ－３ｃ
２ａ２－４ａｃ

１
２ａ－４ｃ

１

２ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ
ｃ

ａ２ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ

－ １

ａ －７ａ＋２ａ
２

ｃ＋５ｃ＋
２ｃ２

槡 ａ



























０

，

（２ｉωＥ－Ｊ）－１的表达式过于复杂，此处从略． 根据第一Ｌｙａｐｕｎｏｖ系数计算公式［１０］，

　　ｌ１＝
１
２ω
Ｒｅ［＜ｐ，Ｃ（ｑ，ｑ，珋ｑ）＞－２＜ｐ，Ｂ（ｑ，Ｊ１Ｂ（ｑ，珋ｑ））＞＋＜ｐ，Ｂ（珋ｑ，（２ｉωＥ－Ｊ）１Ｂ（ｑ，ｑ））＞］ （１１）

结合ｐ，ｑ及Ｊ－１，（２ｉωＥ－Ｊ）１代入的表达式，我们可计算得

ｌ１＝
－ａ４（４ａ７－３０ａ６ｃ＋６６ａ５ｃ２－３４ａ４ｃ３－２５ａ３ｃ４＋１５ａｃ６＋４ｃ７）

２（ａ－２ｃ）（ａ＋ｃ） －２ａ２＋３ａｃ＋ｃ槡
２（ａ４－４ａ３ｃ＋２ａ２ｃ２＋３ａｃ３＋ｃ４）（４ａ４－１６ａ３ｃ＋１４ａ２ｃ２＋３ａｃ３＋ｃ４）

（１２）

由此，我们可得到下列的定理：

定理　若类Ｃｈｅｎ系统（１）的参数 ａ，ｂ，ｃ同时

满足如下条件：?ａｂｃ≠０；?ｂ＝ｃ
２＋３ａｃ－２ａ２

ｃ 且 ｃ２

＋３ａｃ－２ａ２＞０；?４ａ７－３０ａ６ｃ＋６６ａ５ｃ２－３４ａ４ｃ３－
２５ａ３ｃ４＋１５ａｃ６＋４ｃ７＝０时，则该系统在平衡点 Ｅ＋
处发生余维二的Ｂａｕｔｉｎ分岔．

由上述定理中的条件?，把参数 ａ看成已知
数，我们可求得系统参数 ａ与 ｃ间解析的表达形
式．由系统（１）的参数ａ，ｂ，ｃ为实数的条件，我们首
先舍去方程的虚数解．对方程剩下的解，我们逐一
考察它们是否满足 ｃ２＋３ａｃ－２ａ２＞０．舍去那些不
满足ｃ２＋３ａｃ－２ａ２＞０的条件的解，我们可以得到

当ｃ＝ａ或ｃ＝－２ａ３＋
２ａ

３（－ 槡３７＋９ １７）
１
３
－１３（－３７

＋ 槡９ １７）１／３ａ时有 ｌ１＝０．于是我们可以得到下面
的推论：

推论　若类Ｃｈｅｎ系统（１）的参数 ａ，ｂ，ｃ同时
满足如下两组条件之一：

? ａ＞０，ｃ２＋３ａｃ２ａ２＞０，ｃ＝ａ，ｂ＝ｃ
２＋３ａｃ２ａ２
ｃ ；

?ａ＞０，ｃ２＋３ａｃ２ａ２＞０，ｃ＝２ａ３＋
２ａ

３（ 槡３７＋９ １７）
１
３

－１３（－ 槡３７＋９ １７）１／３ａ，ｂ＝ｃ
２＋３ａｃ２ａ２
ｃ ；

则该系统在平衡点 Ｅ＋（
２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，

２ｂｃ－ｂａ
槡 ａ ，

２ｃ－ａ
ａ ）处发生余维二的Ｂａｕｔｉｎ分岔．

２　数值仿真

借助分岔软件 Ｍａｔｃｏｎｔ，我们可以直接对原系
统进行数值仿真．选取参数 ａ为控制参数，固定另
两个参数ｂ和ｃ的值分别为１．４和０．７５，此时系统
（１）随参数ａ变化，ｘ方向上的分岔图如图１所示．

图１　类Ｃｈｅｎ系统分岔图，ｂ＝１．４，ｃ＝０．７５

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

Ｃｈｅｎ－ｌｉｋｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｂ＝１．４ａｎｄｃ＝０．７５

图２　（ａ，ｃ）平面上类Ｃｈｅｎ系统分岔的投影图，ｂ＝１．４

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｗｏ－ｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

Ｃｈｅｎ－ｌｉｋｅｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅ（ａ，ｃ）－ｐｌａｎｅｗｉｔｈｂ＝１．４

从图中我们可以看到，参数 ａ＝１．５是系统
（１）发生分岔的临界参数值．当 ａ＞１．５时，系统

１４
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（１）没有平衡点；ａ＝１．５时，系统（１）只有一个平衡
点，即原点Ｏ（０，０，０）；当ａ＜１．５时，系统（１）有三
个平衡点，它们的坐标分别为Ｏ、Ｅ＋和Ｅ－．点 Ｈｉ（ｉ
＝１，２，３，４）表示 Ｈｏｐｆ分岔临界点，当参数 ａ取值
逐渐增大，经过相应的临界值时，在 Ｈｉ（ｉ＝１，２，３，
４）点处将发生 Ｈｏｐｆ分岔，生成稳定极限环或原有
的极限环消失．

图２给出了ｂ＝１．４时系统（１）的Ｈｏｐｆ分岔曲

线ｂ＝ｃ
２＋３ａｃ２ａ２
ｃ 在（ａ，ｃ）平面的投影图．ＧＨ１和

ＧＨ２点分别表示 Ｂａｕｔｉｎ分岔点．其中在 ＧＨ１处 ａ
＝０．７，ｃ＝０．７；在 ＧＨ２处 ａ＝１４．７４８１２５，ｃ＝８．
４７６３８３．参数取值与推论的结论相符合，验证了理
论分析的正确性．

３　结束语

针对新提出的三维自治的类 Ｃｈｅｎ系统，我们
从理论与数值仿真两方面研究了该系统的余维二

Ｂａｕｔｉｎ分岔，给出了类 Ｃｈｅｎ系统发生余维二 Ｂａｕ
ｔｉｎ分岔的参数条件．数值结果与理论研究的结论
相符，从而验证了理论推导的正确性，丰富了对该

系统动力学行为的认识．
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