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摘要　基于将多体系统拓扑结构的形成看作是一个动态搭建过程，本文提出了一个能够由铰与物体之间关

联矩阵自动选取切断铰并自动对物体和铰进行规则标号的算法．利用该算法，在建立系统动力学方程过程

中可以采用铰坐标但无需人为选定切断铰，从而在很大程度上简化了输入工作有效地避免了很多人工错

误．

关键词　多体系统，　闭环，　切断铰

引 言

由于问题的复杂性，多体系统动力学方程很难

以手工的方式推导，因而多体系统核心任务之一是

通过软件建立和求解复杂的系统动力学方程．只需
输入必要的系统构成信息，多体系统动力学分析软

件应自动完成系统动力学方程的建立．其中，系统
拓扑结构对任何软件都是必要的输入．原则上，铰
与物体之间的连接状况包含了全部系统拓扑信息，

但现实中很多软件要求使用者提供切断铰信息，有

的甚至要求对系统中的铰与物体进行人为的规则

标号［１６］．ＡＤＡＭＳ由于采用欧拉建模方法从而避
免了对物体和铰进行规则标号，其代价是要求求解

器能够可靠高效地求解维数较高的微分代数混合

方程组．Ｓｉｍｐａｃｋ采用了铰坐标从而降低了系统方
程的维数，但却要求使用者指定切断铰．然而，如果
系统构型很复杂，人为选定切断铰和规则编号的过

程中很容易出现各种错误．
系统拓扑传统的切断铰定义为系统回路中的

一个铰．按照这种定义判断切断铰需要知道系统中
哪些铰共同构成了一个回路．尽管根据铰所连接物
体的标号可以完全决定系统的拓扑结构，但自动判

断系统回路的相应算法却很少．文献［７］定义了多
体系统中各铰的加权因子，并以此为据用传统的图

论方法定量地讨论了多体系统派生树的自动生成

方法．
本文将系统拓扑结构的形成看作是一个动态

搭建过程，通过引入动态描述物体连通状况的连通

矩阵，实现了切断铰的自动选取和派生树系统的自

动生成，在此基础上给出了含闭环多体系统自动规

则标号的算法．

１　动态连通矩阵及其切断铰的自动选取

只要保证多体系统中物体和铰的标号是连续

的，系统的拓扑结构就可由铰与物体之间的关联矩

阵

Ｊ＝
Ｈ＋１ Ｈ＋２ … Ｈ＋ｎｊ
Ｈ－１ Ｈ－２ … Ｈ－ｎ[ ]

ｊ

（１）

完全确定．其中 ｎｊ为系统中铰的个数，Ｈ
＋
ｉ 和 Ｈ

－
ｉ

为ｉ号铰所关联的两个物体的标号，铰的方向从
Ｈ＋ｉ 指向Ｈ

－
ｉ．多体系统的拓扑结构图可看作是由

每个铰及其所关联的物体逐个动态搭建而成：将１
号铰及其所关联的两个物体形成的系统作为初始

系统，按递增顺序向系统逐个添加２，３…，ｎｊ号铰
及其所关联的物体，最终形成整个系统的拓扑结

构，如图１所示．

图１　多体系统拓扑结构的动态搭建

Ｆｉｇ．１　Ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆａｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍ

在系统动态搭建过程中，如果物体 Ｂｉ和物体
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Ｂｊ之间至少存在一条由物体和铰所形成的通路，则
称物体Ｂｉ和物体Ｂｊ是连通的．物体之间的连通状
况可由（ｎｂ＋１）（ｎｂ＋１）维的动态连通矩阵描述，其
中ｎｂ为系统中物体个数．动态连通矩阵 Ｓ中的元
素

　Ｓｉ＋１，ｊ＋１＝
１　如果物体Ｂｉ和Ｂｊ连通或者ｉ＝ｊ

０　如果物体Ｂｉ和Ｂｊ{ 不连通

（２）
其中，指标ｉ和ｊ的取值范围为０到ｎｂ．连通矩阵具
有以下几个重要性质：

１．连通矩阵是对称矩阵
２．如果一组物体 Ｂｉ１，Ｂｉ２，…，Ｂｉｋ是彼此连通

的，其标号组成的集合 Ｉ＝｛ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ｝，则有：对
任意ｉ，ｊ∈Ｉ连通矩阵中的元素Ｓｉ＋１，ｊ＋１＝１．
３．系统拓扑结构图搭建完成后，所有物体都

应是彼此连通的，因而连通矩阵中所有元素均为

１．
如图２所示，在系统拓扑结构动态搭建过程

中，如果向动态拓扑结构图中添加一个铰及其所关

联的物体，拓扑结构图共有四种搭建模式：

图２　拓扑结构的四种搭建模式

Ｆｉｇ．２　Ｆｏｕｒｐａｔｔｅｒｎｓｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌａｓｓｅｍｂｌｉｎｇ

（ａ）该铰所关联的两个物体均不在原拓扑结
构图中，添加该铰后拓扑结构图中增加一个孤立分

支．
（ｂ）该铰所关联的两个物体中有一个已在原

拓扑结构图中，添加该铰后拓扑结构图中一个连通

的分支增加一个物体．
（ｃ）该铰所关联的两个物体分别属于原拓扑

结构图中两个彼此不连通的分支，添加该铰后拓扑

结构图中两个分支合并为一个分支．
（ｄ）该铰所关联的两个物体均属于原拓扑结

构图中一个连通的分支，添加该铰不改变原有物体

的连通状况．
如果铰所关联的两个物体分别为 Ｂｉ和 Ｂｊ，则

原图谱结构图中与物体 Ｂｉ连通的物体的标号集合
Ｉｉ＝｛ｋ｜Ｓｉｋ＞０｝和与物体Ｂｊ连通的物体的标号集合
Ｉｊ＝｛ｋ｜Ｓｊｋ＞０｝完全足以判断搭建模式：
１）　如果Ｉｉ和Ｉｊ都是空集，则搭建模式为（ａ），

添加该铰后，令连通矩阵中行列指标属于集合 Ｉ＝
｛ｉ，ｊ｝的元素值为１，即令Ｓｉ＋１，ｊ＋１＝１（ｉ，ｊ∈Ｉ）．
２）　如果Ｉｉ和Ｉｊ中只有一个是空集，则搭建模

式为（ｂ），添加该铰后，令连通矩阵中行列指标属
于集合 Ｉ＝Ｉｉ∪Ｉｊ∪｛Ｉｉ，Ｉｊ｝的元素值为 １，即令
Ｓｉ＋１，ｊ＋１＝１（ｉ，ｊ∈Ｉ）．
３）　如果Ｉｉ和 Ｉｊ中都不是空集但 Ｓｉｊ＝０，则搭

建模式为（ｃ），添加该铰后，令连通矩阵中行列指
标属于集合Ｉ＝Ｉｉ∪Ｉｊ的元素值为１，即令Ｓｉ＋１，ｊ＋１＝１
（ｉ，ｊ∈Ｉ）．
４）　如果Ｉｉ和 Ｉｊ中都不是空集但 Ｓｉｊ＝１，则搭

建模式为（ｄ），添加该铰后，连通矩阵不变．
例如，对图２（ｄ）所示的系统，连通矩阵随系统

搭建过程的变化为：

　Ｓ＝

１ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ ０

→Ｓ＝

１ １ ０ １ ０
１ １ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ １ ０















０ ０ ０ ０ ０

→

　Ｓ＝

１ １ ０ １ ０
１ １ ０ １ ０
０ ０ １ ０ １
１ １ ０ １ ０















０ ０ １ ０ １

→Ｓ＝

１ １ １ １ １
１ １ １ １ １
１ １ １ １ １
１ １ １ １ １















１ １ １ １ １
（３）

如果搭建过程结束后连通矩阵中仍含有零元素，则

表明系统中存在孤立分支，原始数据输入有误．
传统的切断铰定义为回路中的一个铰，移除它

可切断回路．按照这样的定义，选择切断铰之前必
须了解回路的分布状况．尽管传统的关联矩阵已经

５３
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包含了全部拓扑信息，但文献中还没有从关联矩阵

导出回路分布描述的确切算法．但是，如果我们将
系统拓扑结构的形成看作为一个动态搭建过程，切

断铰的自动选取就是可实现的．事实上，在动态搭
建过程中，如果一个铰所关联的两个物体原本就是

彼此连通的，那么添加这个铰就使系统增加一个回

路，因而可将其选为切断铰．实际上，图２（ｄ）所示
的第四种搭建模式中相应的添加铰就是切断铰．正
如上文所述，这种模式是完全可由动态连通矩阵自

动识别的．
为了对切断铰进行标记，我们可以将由（１）式

所定义的铰与物体之间的关联矩阵扩展为 ３×ｎｊ
维，第三行的初值为铰标号．如果在动态搭建过程
中ｉ号铰被识别为切断铰则令 Ｊ３，ｊ＝０．例如，图２
（ｄ）所示的系统在动态搭建过程结束后，扩展后的
铰与物体之间的关联矩阵

Ｊ＝
０ ３ ２ ３ １
３ １ ４ ４ ２









１ ２ ３ ４ ０

（４）

２　自动规则标号

为了记录原物体和铰标号与规则标号之间的

映射关系，定义物体标号映射数组 ＩＢ和铰标号映
射数组ＩＪ，其第ｉ个元素分别为：

ＩＢ（ｉ）＝物体Ｂｉ的规则标号 （５）
ＩＪ（ｉ）＝铰Ｈｉ的规则标号 （６）

在确定切断铰后，我们就可以很容易地生成派生树

系统．派生树系统的铰与物体之间的关联矩阵Ｊ可
由删除相应的扩展矩阵 Ｊ第三行中元素为１的列
得到．

按规则标号要求，派生树系统中末端物体的标

号应当最大．而在派生树系统中末端物体的独有特
征为：这些物体只与一个铰关联．因此，如果某一物
体（零号物体除外）标号在 Ｊ矩阵中出现的次数只
有一次，则它就是末端物体．如果树系统中有 ｍ个
末端物体，则可令其规则标号分别为ｎｂ，ｎｂ－１，…，
ｎｂ－ｍ＋１．

找到末端物体的同时也可确定与其关联的铰．
这些铰可通过令派生树系统的铰与物体之间的关

联矩阵Ｊ中第三行相应列的元素反号来标记．按规
则标号要求，这些铰的标号应与末端物体的标号相

同．例如，图２（ｄ）所示的系统，其派生树系统如图３

（ａ）所示，铰与物体之间关联矩阵

Ｊ＝
０ ３ ２ ３
３ １ ４ ４









１ ２ ３ ４

（７）

从其前两行中可以发现大于零并且只出现一次的物

体标号为１和２，与这两个物体相关联的铰分别为２
号铰和３号铰．由此可以断定Ｂ１和Ｂ２为派生树系
统的末端物体并且ＩＢ（１）＝３，ＩＢ（２）＝４，ＩＪ（２）＝３，ＩＪ
（３）＝４．相应地铰与物体之间关联矩阵修正为

Ｊ＝
０ ３ ２ ３
３ １ ４ ４
１ ２ 









３ ４

（８）

如果静态地看待派生树系统的拓扑结构，上述

过程只能确定几个末端物体的恰当标号．为了解决
之一问题，我们可以利用树系统的一个重要性质：

在树系统中删除末端物体后系统仍是一个连通的

树系统．对这个新的树系统，应用上述对末端物体
的标号方法对其进行标号后，删除对应的末端物

体，如果所得的树系统包含零号以外的物体，则继

续对其末端物体进行标号．这个过程可以看作是对
派生树系统不断拆卸的过程，如图３所示．拆卸末
端物体后所得树系统对应的铰与物体关联矩阵

图３　派生树系统的拆卸

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓａｓｓｅｍｂｌｙｏｆｉｎｄｕｃｅｄｔｒｅｅｓｙｓｔｅｍｓ

Ｊ＝｛删除原系统铰与物体关联矩阵中第三行
元素为１对应的列所得的矩阵｝ （９）

例如，式（８）所示的树系统的Ｊ，删除其末端物
体后所得的树系统的Ｊ矩阵

Ｊ＝
０ ３
３ ４









１ ４

（１０）

３　算例

如图４（ａ）所示的多体系统，其拓扑信息完全
由铰与物体之间增广关联矩阵

６３
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图４　多体系统的规则标号

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｇｕｌａｒｌａｂｅｌｏｆｂｏｄｉｅｓａｎｄｊｏｉｎｔｓｉｎａｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｓ

描述．系统拓扑结构动态搭建过程中，连通矩阵的
演变过程为

Ｓ１＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ １ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ ０

；Ｓ２＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ １ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ ０

；

Ｓ３＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ １ ０
０ ０ ０ １ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ ０

；Ｓ４＝

１ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ ０
１ １ １ １ １ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｓ５＝Ｓ４；Ｓ６＝

１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １
１ １ １ １ １ １





















１ １ １ １ １ １

；Ｓ７＝Ｓ６；Ｓ８＝Ｓ６

从中可以断定５，７，８号铰为切断铰，即
ＩＪ（５）＝６，ＩＪ（７）＝７，ＩＪ（８）＝８

搭建过程结束后，铰与物体之间的关联矩阵成为

Ｊ＝
３ ３ ２ ０ ０ ３ １ ５
４ １ ４ ４ ３ ５ ２ １









１ ２ ３ ４ ０ ６ ０ ０

派生树系统的铰与物体关联矩阵

Ｊ１＝
３ ３ ２ ０ ３
４ １ ４ ４ ５









１ ２ ３ ４ ６

从中发现末端物体为１，２，５号物体，与其相关联的
铰分别为２，３，６号铰．因此

ＩＢ（１）＝３，ＩＢ（２）＝４，ＩＢ（５）＝５；
ＩＪ（２）＝３，ＩＪ（３）＝４，ＩＪ（６）＝５

删除末端物体后的树系统中

Ｊ２＝
３ ０
４ ４









１ ４

从中发现末端物体为３号物体，与其相关联的铰为
１号铰．因此

ＩＢ（３）＝２；ＩＪ（１）＝２
删除末端物体后的树系统中

Ｊ３＝










０
４
４

因此

ＩＢ（４）＝１；ＩＪ（４）＝１
综上所述，物体和铰标号映射数组分别为

ＩＢ＝（３　４　２　１　５），
ＩＪ＝（２　３　４　１　６　５　７　８）

标号变换后的系统拓扑结构如图４（ｂ）所示．将原
标号下铰与物体之间关联矩阵的前两行修改为Ｊｉ，ｊ
＝ＩＢ（Ｊｉ，ｊ），第三行的元素修改为Ｊ３，ｊ＝ＩＪ（Ｊ３，ｊ）得到

Ｊ＝
２ ２ ４ ０ ０ ２ ３ ５
１ ３ １ １ ２ ５ ４ ３









２ ３ ４ １ ６ ５ ７ ８

按铰内接物体标号小于外接物体标号调整铰的 方

向，并按铰标号的顺序调整列的顺序，最终得到规

则标号后的铰与物体之间关联矩阵

Ｊ＝
０ １ ２ １ ２ ０ ３ ３
１ ２ ３ ４ ５ ２ ４ ５









１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

标号变换后的系统拓扑结构如图４（ｂ）所示．

４　结束语

按照本文所述方法，只要提供铰与物体之间的

关联矩阵就可自动判断切断铰标号并自动进行铰

与物体的规则标号，从而简化了多体系统分析的输

入数据填写工作．
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