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局部流型分析的哈密顿系统小参数正则变换
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摘要　表达二维不可压缩流动的流速分量与流函数关系的微分方程组是典型的具有一个自由度的哈密顿

系统．将流函数用Ｔａｙｌｏｒ级数展开，应用非线性系统动力学方法对流型及其分岔进行了分析．对退化临界

点，基于流动平面的小参数正则变换，导出了流函数的正形表达式和简化的微分方程，并对简化系统的一般

特性进行了分析．

关键词　哈密顿系统，　正则变换，　临界点，　分岔

引 言

流体内部流线的局部特性涉及到涡、驻点、分

隔线、环流区等重要流动现象，借助流型分析正确

识别这些流动特征的研究一直没有间断．采用
Ｓｍｉｔｈ［１］解决弹性薄板问题的双正交技术，将流函
数表达为 ＰａｐｋｏｖｉｃｈＦａｄｌｅ本征函数的级数解，Ｊｏ
ｓｅｐｈ和Ｓｔｕｒｇｅｓ［２］首先提出了分析腔洞流流型的正
交本征函数法，Ｋｈｕｒｉ［３］等将这种方法推广到极坐
标中，Ｇｕｒｃａｎ［４］等用这种方法对不同流场区域呈现
的不同流动特点进行了讨论，Ｓｈａｎｋａｒ［５］用最小二
乘法代替双正交条件，对同样的问题进行了研究，

并与Ｊｏｓｅｐｈ和 Ｓｔｕｒｇｅｓ的结果进行了比较．上述方
法均是在拉格朗日系统下对 Ｓｔｏｋｅｓ流问题进行的
研究，涉及到双调和方程的求解．从系统动力学观
点而言，物理流动平面即为相平面，流线可视为微

分方程ｘ＝ｖ的轨线．采用临界点和分岔理论，Ｄａｌｌ
ｍａｎｎ［６］研究了三维流动的涡结构，Ｃｈｉａｎｇ［７］等研究
了带坎槽道流流型，Ｂｒｏｎｓ和 Ｈａｒｔｎａｃｋ［８］以及 Ｇｕｒ
ｃａｎ［９］将正则变换引入到流型分岔研究．本文通过
带小参数的正则变换，对描述流线的微分方程进行

简化，获得了便于进行退化临界点附近流型分析的

流函数的正则形式，进一步拓展了正则变换在流型

分析中的应用．

１　退化临界点的小参数正则变换

对（ｘ，ｙ）平面内远离边界的二维不可压缩流

动，流线可由下列流速场确定

ｘ＝ｕ＝ψ
ｙ
，　ｙ＝ｖ＝－ψ

ｘ
（１）

式（１）为典型的具有一个自由度的哈密顿系统［１０］，

这里ψ为流函数．对关于 ｙ轴对称的流动而言，流
函数ψ可由下列关于原点（０，０）的 Ｔａｙｌｏｒ级数展
开

ψ＝∑
∞

ｉ＋ｊ＝１
ａ２ｉ，ｊｘ

２ｉｙｊ （２）

式（２）代入式（１）可得流线方程的线性近似为

ｘ( )ｙ＝
ａ０，１( )０ ＋

０ ２ａ０，２
－２ａ２，０( )０ ( )ｘｙ （３）

当ａ０，１＝０时，原点即为临界点，这时原点附近的局

部流型可用标准的哈密顿系统理论确定，相应的

Ｊａｃｏｂｉ矩阵的行列式为

｜Ｊ｜＝４ａ０，２ａ２，０ （４）

当｜Ｊ｜＞０时，临界点为中心；当｜Ｊ｜＜０时，临界点

为鞍点；当｜Ｊ｜＝０（不失一般性，假定 ａ２，０＝０，ａ０，２
≠０）时，临界点为退化情形，这时高阶项对流型起
决定作用．从式（２）可以看出，随着阶次的增高，
Ｔａｙｌｏｒ级数的系数数量也随之增多，流型分析也变
得更为困难．而借助正则变换可使自由参数的数量
大为减少．

正则变换［１１］在分析力学中有着广泛的应用，

其重要作用在于可以简化哈密顿函数的结构，从而

有利于正则方程的分析求解．变换时需要选择合适
的生成函数以保持系统的对称性．为了实现新、旧
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坐标的变换，生成函数必须同时含有新、旧坐标．以
旧坐标（ｘ，ｙ）和新坐标（ξ，η）的两两不同组合，有
四种不同的生成函数．若取生成函数为ｇ（ｙ，ξ），则
得到如下的正则变换

ｘ＝ｇ
ｙ
，　η＝ｇξ

（５）

为了考察线性退化情况下的流型分岔，引入如

下的小参数

ε１＝ａ０，１，　ε２＝ａ２，０ （６）
为了简化系统（１）的三次项即 ψ的四次项，具

体选取如下包含小参数的生成函数

　ｇ＝ｙξ＋ｓ３，０，０，０ｙ
３＋ｓ０，３，０，０ξ

３＋ｓ０，０，３，０ε
３
１＋

ｓ０，０，０，３ε
３
２＋ｓ２，１，０，０ｙ

２ξ＋ｓ２，０，１，０ｙ
２ε１＋ｓ２，０，０，１ｙ

２ε２＋

ｓ１，０，２，０ｙε
２
１＋ｓ０，１，２，０ξε

２
１＋ｓ０，０，２，１ε

２
１ε２＋

ｓ１，１，１，０ｙξε１＋ｓ１，１，０，１ｙξε２＋ｓ１，０，１，１ｙε１ε２＋

ｓ０，１，１，１ξε１ε２＋ｓ４，０，０，０ｙ
４＋ｓ０，０，４，０ε

４
１＋ｓ２，０，２，０ｙ

２ε２１＋

ｓ３，１，０，０ｙ
３ξ＋ｓ３，０，１，０ｙ

３ε１＋ｓ３，０，０，１ｙ
３ε２＋

ｓ１，３，０，０ｙξ
３＋ｓ０，３，１，０ξ

３ε１＋ｓ０，３，０，１ξ
３ε２＋

ｓ１，０，３，０ｙε
３
１＋ｓ０，１，３，０ξε

３
１＋ｓ０，０，３，１ε

３
１ε２＋ｓ１，０，０，３ｙε

３
２＋

ｓ０，１，０，３ξε
３
２＋ｓ０，０，１，３ε１ε

３
２＋ｓ２，１，１，０ｔ

２ξε１＋

ｓ２，１，０，１ｙ
２ξε２＋ｓ２，０，１，１ｙ

２ε１ε２＋ｓ１，１，２，０ｙξε
２
１＋

ｓ１，０，２，１ｙε
２
１ε２＋ｓ０，１，２，１ξε

２
１ε２＋ｓ１，１，１，１ｙξε１ε２ （７）

则式（５）变为
　ｘ＝ξ＋３ｓ３，０，０，０ｙ

２＋２ｓ２，１，０，０ｙξ＋２ｓ２，０，１，０ｙε１＋

２ｓ２，０，０，１ｙε２＋ｓ１，０，２，０ε
２
１＋ｓ１，１，１，０ξε１＋ｓ１，１，０，１ξε２＋

ｓ１，０，１，１ε１ε２＋４ｓ４，０，０，０ｙ
３＋２ｓ２，０，２，０ｙε

２
１＋

３ｓ３，１，０，０ｙ
２ξ＋３ｓ３，０，１，０ｙ

２ε１＋３ｓ３，０，０，１ｙ
２ε２＋

ｓ１，３，０，０ξ
３＋ｓ１，０，３，０ε

３
１＋ｓ１，０，０，３ε

３
２＋２ｓ２，１，１，０ｙξε１＋

２ｓ２，１，０，１ｙξε２＋２ｓ２，０，１，１ｙε１ε２＋ｓ１，１，２，０ξε
２
１＋

ｓ１，０，２，１ε
２
１ε２＋ｓ１，１，１，１ξε１ε２ （８ａ）

　η＝ｙ＋３ｓ０，３，０，０ξ
２＋ｓ２，１，０，０ｙ

２＋ｓ０，１，２，０ε
２
１＋

ｓ１，１，１，０ｙε１＋ｓ１，１，０，１ｙε２＋ｓ０，１，１，１ε１ε２＋ｓ３，１，０，０ｙ
３＋

３ｓ１，３，０，０ｙξ
２＋３ｓ０，３，１，０ξ

２ε１＋３ｓ０，３，０，１ξ
２ε２＋

ｓ０，１，３，０ε
３
１＋ｓ０，１，０，３ε

３
２＋ｓ２，１，１，０ｙ

２ε１＋ｓ２，１，０，１ｙ
２ε２＋

ｓ１，１，２，０ｙε
２
１＋ｓ０，１，２，１ε

２
１ε２＋ｓ１，１，１，１ｙε１ε２ （８ｂ）

方程（８）的解可表示为下列Ｔａｙｌｏｒ级数的形式

ｘ＝ξ＋ ∑
∞

ｉ＋ｊ＋ｋ＋ｌ＝２
αｉ，ｊ，ｋ，ｌξ

ｉηｊεｋ１ε
ｌ
２，

ｙ＝η＋ ∑
∞

ｉ＋ｊ＋ｋ＋ｌ＝２
βｉ，ｊ，ｋ，ｌξ

ｉηｊεｋ１ε
ｌ
２ （９）

将式（９）代入式（８），合并 ξ，η，ε１，ε２的同阶次项，
可得关于各系数 αｉ，ｊ，ｋ，ｌ，βｉ，ｊ，ｋ，ｌ的线性方程组，取

ｓｉ，ｊ，ｋ，ｌ为线性关系的所有状态变量和小参数的二、三
阶次项系数的解为

β２，０，０，０＝－３ｓ０，３，０，０，β０，２，０，０＝－ｓ２，１，０，０，

β０，０，２，０＝－ｓ０，１，２，０，β０，１，１，０＝－ｓ１，１，１，０，

β０，１，０，１＝－ｓ１，１，０，１，β０，０，１，１＝－ｓ０，１，１，１，

β０，０，０，２＝β１，１，０，１＝β１，０，１，０＝β１，０，０，１＝０

β０，３，０，０＝－ｓ３，１，０，０，β０，０，３，０＝－ｓ０，１，３，０，

β０，０，０，３＝－ｓ０，１，０，３，β２，１，０，０＝－３ｓ１，３，０，０，

β２，０，１，０＝－３ｓ０，３，１，０，β２，０，０，１＝－ｓ０，３，０，１，

β０，２，１，０＝－ｓ２，１，１，０，β０，２，０，１＝－ｓ２，１，０，１，

β０，１，２，０＝－ｓ１，１，２，０，β０，０，２，１＝－ｓ０，１，２，１，

β０，１，１，１＝－ｓ１，１，１，１，β３，０，０，０＝β１，２，０，０＝β１，０，２，０＝
　β１，０，０，２＝β０，１，０，２＝β０，０，１，２＝β１，１，１，０＝
　β１，１，０，１＝β１，０，１，１＝０

α０，２，０，０＝３ｓ３，０，０，０，α０，０，２，０＝ｓ１，０，２，０，

α１，１，０，０＝２ｓ２，１，０，０，α１，０，１，０＝ｓ１，１，１，０，

α１，０，０，１＝ｓ１，１，０，１，α０，１，１，０＝２ｓ２，０，１，０，

α０，１，０，１＝２ｓ２，０，０，１，α０，０，１，１＝ｓ１，０，１，１，

α２，０，０，０＝α０，０，０，２＝０

α３，０，０，０＝ｓ１，３，０，０，α０，３，０，０＝４ｓ４，０，０，０，

α０，０，３，０＝ｓ１，０，３，０，α０，０，０，３＝ｓ１，０，０，３，

α１，２，０，０＝３ｓ３，１，０，０，α０，２，１，０＝３ｓ３，０，１，０，

α０，２，０，１＝３ｓ３，０，０，１，α１，０，２，０＝ｓ１，１，２，０，

α０，１，２，０＝２ｓ２，０，２，０，α０，０，２，１＝ｓ１，０，２，１，

α１，１，１，０＝２ｓ２，１，１，０，α１，１，０，１＝２ｓ２，１，０，１，

α０，１，１，１＝２ｓ２，０，１，１，α１，０，１，１＝ｓ１，１，１，１，

α２，１，０，０＝α２，０，１，０＝α２，０，０，１＝α０，１，０，２＝
　α０，０，１，２＝α１，０，０，２＝０

对各状态变量和小参数保留到三次项，式（９）变为
　ｘ＝ξ＋３ｓ３，０，０，０η

２＋ｓ１，０，２，０ε
２
１＋２ｓ２，１，０，０ξη＋

ｓ１，１，１，０ξε１＋ｓ１，１，０，１ξε２＋２ｓ２，０，１，０ηε１＋

２ｓ２，０，０，１ηε２＋ｓ１，０，１，１ε１ε２＋ｓ１，３，０，０ξ
３＋

４ｓ４，０，０，０η
３＋ｓ１，０，３，０ε

３
１＋ｓ１，０，０，３ε

３
２＋３ｓ３，１，０，０ξη

２＋

３ｓ３，０，１，０η
２ε１＋３ｓ３，０，０，１η

２ε２＋ｓ１，１，２，０ξε
２
１＋

２ｓ２，０，２，０ηε
２
１＋ｓ１，０，２，１ε

２
１ε２＋２ｓ２，１，１，０ξηε１＋

２ｓ２，１，０，１ξηε２＋２ｓ２，０，１，１ηε１ε２＋ｓ１，１，１，１ξε１ε２（１０ａ）

　ｙ＝η－３ｓ０，３，０，０ξ
２－ｓ２，１，０，０η

２－ｓ０，１，２，０ε
２
１＋

ｓ０，１，１，１ε１ε２－ｓ１，１，１，０ηε１－ｓ１，１，０，１ηε２－ｓ３，１，０，０η
３－

ｓ０，１，３，０ε
３
１－ｓ０，１，０，３ε

３
２－３ｓ１，３，０，０ξ

２η－

３ｓ０，３，１，０ξ
２ε１－３ｓ０，３，０，１ξ

２ε２－ｓ２，１，１，０η
２ε１－

ｓ２，１，０，１η
２ε２－ｓ１，１，２，０ηε

２
１－ｓ０，１，２，１ε

２
１ε２－

０３
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ｓ１，１，１，１ηε１ε２ （１０ｂ）
将式（１０）代入式（２）并保留到四次项得
　ψ＝λ１＋λ２ξ＋λ３η＋λ４ξ

２＋珔ａ２，０η
２＋（（４ｓ２，０，１，０＋

２ａ２，１ｓ１，０，１，１）ε１ε２＋２ａ２，１ｓ１，０，２，０ε
２
１＋４ｓ２，０，０，１ε

２
２）ξη＋

（ａ２，１ｓ２，０，１，０ε１＋（６ｓ３，０，０，０＋４ａ２，１ｓ２，０，０，１）ε２）ξη
２＋

（ａ２，１６ａ０，２ｓ０，３，０，０＋（ａ２，１ｓ１，１，１，０＋６ａ０，２ｓ１，１，１，０ｓ０，３，０，０－
３ｓ１，３，０，０－６ａ０，２ｓ０，３，１，０）ε１＋（ａ２，１ｓ１，１，０，１＋４ｓ２，１，０，０＋

６ａ０，２ｓ１，１，０，１ｓ０，３，０，０－６ａ０，２ｓ０，３，０，１）ε２）ξ
２η＋（ａ０，３－

２ａ０，２ｓ２，１，０，０＋（２ａ０，２ｓ１，１，１，０ｓ２，１，０，０－ｓ３，１，０，０－
２ａ０，２ｓ２，１，１，０－３ａ０，３ｓ１，１，１，０）ε１＋（２ａ０，２ｓ１，１，０，１ｓ２，１，０，０－

２ａ０，２ｓ２，１，０，１－３ａ０，３ｓ１，１，０，１）ε２）η
３＋６ａ２，１ｓ３，０，０，０ξη

３＋
（６ａ０，２ｓ０，３，０，０ｓ２，１，０，０－６ａ０，２ｓ１，３，０，０＋３ａ２，１ｓ２，１，０，０－

９ａ０，３ｓ０，３，０，０＋ａ２，２）ξ
２η２＋（ａ０，２ｓ

２
２，１，０，０－２ａ０，２ｓ３，１，０，０－

３ａ０，３ｓ２，１，０，０＋ａ０，４）η
４＋珔ａ４，０ξ

４ （１１）
其中λ１，λ２，λ３，λ４为由小参数 ε１，ε２的非线性组
合所构成的新的小参数，具体表达式为

　λ１＝ａ０，２ｓ
２
０，１，２，０ε

４
１＋ａ０，２ｓ

２
０，１，１，１ε

２
１ε
２
２＋

２ａ０，２ｓ０，１，１，１ｓ０，１，２，０ε
３
１ε２－ｓ０，１，２，０ε

３
１－ｓ０，１，１，１ε

２
１ε２－

ｓ０，１，３，０ε
４
１－ｓ０，１，０，３ε１ε

３
２－ｓ０，１，２，１ε

３
１ε２ （１２）

　λ２＝２ｓ１，０，２，０ε
２
１ε２＋２ｓ１，０，１，１ε１ε

２
２ （１３）

　λ３＝ε１－ｓ１，１，１，０ε
２
１－ｓ１，１，０，１ε１ε２－ｓ１，１，２，０ε

３
１－

ｓ１，１，１，１ε
２
１ε２＋２ａ０，２ｓ１，１，０，１ｓ０，１，１，１ε１ε

２
２＋

２ａ０，２ｓ１，１，０，１ｓ０，１，２，０ε
２
１ε２＋２ａ０，２ｓ１，１，１，０ｓ０，１，１，１ε

２
１ε２＋

２ａ０，２ｓ１，１，１，０ｓ０，１，２，０ε
３
１－２ａ０，２ｓ０，１，１，１ε１ε２－

２ａ０，２ｓ０，１，２，０ε
２
１－２ａ０，２ｓ０，１，３，０ε

３
１－２ａ０，２ｓ０，１，０，３ε

３
２－

２ａ０，２ｓ０，１，２，１ε
２
１ε２ （１４）

　λ４＝ε２－３ｓ３，０，０，０ε１－３ｓ０，３，１，０ε
２
１－３ｓ０，３，０，１ε１ε２＋

２ｓ１，１，１，０ε１ε２＋２ｓ１，１，０，１ε
２
２＋

６ａ０，２ｓ０，１，１，１ｓ０，３，０，０ε１ε２＋６ａ０，２ｓ０，１，２，０ｓ０，３，０，０ε
２
１－

ａ２，１ｓ０，１，２，０ε
２
１－ａ２，１ｓ０，１，１，１ε１ε２ （１５）

另外

　珔ａ０，２＝ａ０，２－（ｓ２，１，０，０＋２ａ０，２ｓ１，１，１，０）ε１＋

（ａ０，２ｓ
２
１，１，１，０＋２ａ０，２ｓ０，１，２，０ｓ２，１，０，０－ｓ２，１，１，０－

２ａ０，２ｓ１，１，２，０－３ａ０，３ｓ０，１，２，０）ε
２
１＋

（２ａ０，２ｓ１，１，１，０ｓ１，１，０，１＋２ａ０，２ｓ０，１，１，１ｓ２，１，０，０－
ｓ２，１，０，１－２ａ０，２ｓ１，１，１，１－３ａ０，３ｓ０，１，１，１）ε１ε２＋

ａ０，２ｓ
２
１，１，０，１ε

２
２－２ａ０，２ｓ１，１，０，１ε２ （１６）

　珔ａ４，０＝（９ａ０，２ｓ
２
０，３，０，０－３ａ２，１ｓ０，３，０，０＋ａ４，０） （１７）

由于各ｓｉ，ｊ，ｋ，ｌ选择的自由性，令

ｓ２，１，０，０＝
ａ０，３
２ａ０，２

，ｓ０，３，０，０＝
ａ２，１
６ａ０，２

，ｓ０，３，０，１＝
ａ０，３
３ａ２０，２

，

ｓ１，３，０，０＝
ａ２，２
６ａ０，２

＋
ａ２，１ａ０，３
１２ａ２０，２

，ｓ２，１，１，０＝
５ａ２０，３
１６ａ３０，２

－
ａ０，４
４ａ２０，２

，

ｓ０，３，１，０＝－
ａ２，２
１２ａ２０，２

－
ａ２，１ａ０，３
２４ａ３０，２

，

ｓ３，１，０，０＝
ａ２０，４
２ａ０，２

－
５ａ２０，３
８ａ２０，２

同时令生成函数式（７）中其余系数为零，则式（１２）
～（１７）变为

λ１＝０ （１８）

λ２＝０ （１９）
λ３＝ε１ （２０）

λ４＝ε２＋（
ａ２，２
４ａ２０，２

＋
ａ２，１ａ０，３
８ａ３０，２

）ε２１－
ａ０，３
ａ２０，２
ε１ε２ （２１）

珔ａ０，２＝ａ０，２－
ａ０，３
２ａ０，２

ε１＋（
ａ０，４
４ａ２０，２

－
５ａ２０，３
１６ａ３０，２

）ε２１ （２２）

珔ａ４，０＝ａ４，０－
ａ２２，１
４ａ０，２

（２３）

从而式（１１）变为

ψ＝ε１η＋珔ａ０，２η
２＋λ４ξ

２＋珔ａ４，０ξ
４ （２４）

进一步，式（２４）中的 η项可通过坐标平移消
除．以η＋η０代替η，并令η０＝－ε１／２珔ａ０，２，ｃ

′
０＝ε１η０

＋珔ａ０，２η
２
０，式（２４）变为

ψ＝ｃ′０＋珔ａ０，２η
２＋λ４ξ

２＋珔ａ４，０ξ
４ （２５）

为便于后面的分析，将式（２５）两边同除以
４珔ａ４，０，并以ψ代替ψ／４珔ａ４，０作比尺变换，得到最终的
简化形式为

ψ＝ｃ０＋
σ
２η

２＋ｃ２ξ
２＋１４ξ

４ （２６）

其中ｃ０＝ｃ０／４珔ａ４，０，ｃ２＝λ４／４珔ａ４，０为由 ε１，ε２所确定
的新的小参数，σ＝珔ａ２，０／２珔ａ４，０．由于等流函数线即为
流线，式（２６）中的 ｃ０可进一步省略．如果 珔ａ４，０也为
小参数，则逼近六阶或更高阶的非线性退化，需计

算更高阶次项．返回到旧坐标（ｘ，ｙ），可得如下的定
理．

定理：　设ａ０，１，ａ２，０和珔ａ４，０，珔ａ６，０，…，珔ａ２Ｎ－２，０为小
参数，非退化条件为ａ０，２≠０，珔ａ２Ｎ，０≠０，则阶次为２Ｎ
的流函数的正则形式为

ψ２Ｎ＝
σ
２ｙ

２＋ｈ（ｘ） （２７）

其中

ｈ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｃ２ｉｘ

２ｉ，　ｃ２Ｎ＝
１
２Ｎ，　σ＝珔ａ２，０／Ｎ珔ａ２Ｎ，０

ｃ２ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ≥２）为变换后的小参数，珔ａ２，０为

１３
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ａ０，２加上小参数ａ０，１，ａ２，０的非线性组合，珔ａ２ｋ，０为 ａ２ｋ，０
加上ａ２ｉ，ｊ（２ｉ＋ｊ＜２ｋ）的非线性组合．

同时可得如下的推论．
推论：　如果小参数ａ０，１＝ａ２，０＝珔ａ４，０＝珔ａ６，０＝…

＝珔ａ２Ｎ－２，０＝０，但 ａ０，２≠０，珔ａ２Ｎ，０≠０，则发生２Ｎ阶退
化，这时的正则形式为

ψ２Ｎ＝
σ
２ｙ

２＋１２Ｎｘ
２Ｎ （２８）

其中，σ＝ａ０，２／Ｎ珔ａ２Ｎ，０．

２　退化临界点附近的流型分析

根据非线性系统临界点和分岔理论［１２］，可对

式（２７）和式（２８）正则形式的流函数所揭示的流型
进行定性分析．

由式（２８），临界点可能的分隔线由 ψ２Ｎ＝０确
定，即

σ
２ｙ

２＋１２Ｎｘ
２Ｎ＝０ （２９）

由此可以判断，当σ＞０时，不存在分隔线，临
界点为退化的中心；当σ＜时，临界点为拓扑鞍点．
值得指出的是，这一结论是在相关参数取给定值的

条件下得出的，相应的流型在结构上是不稳定的，

参数及其组合的小的变化将会导致流型的改变而

出现分岔．为了进一步考察线性退化情况下的流型
分岔，对包含小参数的正则形式的流函数式（２７）
所揭示的流型特征分析如下：

（１）由式（２７），可得关于流线的微分方程为
ｘ＝σｙ，　ｙ＝－ｈ′（ｘ） （３０）

由此可见，原点始终为临界点之一，总的临界点个

数为奇数，且最多为２Ｎ－１．所有的临界点均位于ｘ
坐标轴上，相应的ｘ坐标可由ｈ′（ｘ）＝０求得．

（２）临界点相应的Ｊａｃｏｂｉ矩阵的行列式为
｜Ｊ｜＝σｈ＂（ｘ） （３１）

由此可见，若｜Ｊ｜＝σｈ＂（ｘ）＞０，则临界点为中心；
若｜Ｊ｜＝σｈ＂（ｘ）＜０，则临界点为鞍点．

（３）如果｜Ｊ｜＝σｈ＂（ｘ）＝０，即 ｈ＂（ｘ）＝０，则临
界点退化，分岔发生．退化的临界点（ｘｄ，０）类型可
由下列Ｔａｙｌｏｒ展开式确定

ψ２Ｎ＝
σ
２ｙ

２＋ｈ（ｘｄ）＋
１
３！（ｘ－ｘｄ）

３ｈ（ｘｄ）＋…

　　＋１ｎ！（ｘ－ｘｄ）
ｎｈ（ｎ）（ｘｄ） （３２）

分隔线由ψ２Ｎ＝ｈ（ｘｄ）确定，退化的临界点的类型

可由从低阶到高阶首先出现的不为零的 ｈ（ｘ）的导
数确定．如果首先出现的不为零的导数项的阶次为
奇数，则退化点为尖点［１３］．如果首先出现的不为零
的导数项的阶次ｉ（４≤ｉ≤ｎ）为偶数，则退化点的类
型取决于 ｈ（ｉ）（ｘｄ）／σ的符号，当 ｈ

（ｉ）（ｘｄ）／σ＞０

时，临界点为中心；当 ｈ（ｉ）（ｘｄ）／σ＜０时，临界点为
拓扑鞍点．

（４）对于退化的临界点，除发生局部分岔外，
也有可能存在连接不同临界点（鞍点）的异宿轨

线，从而发生全局分岔．此时流函数 ψ在各临界点
具有相同的值，各临界点（ｘｉ，０）（ｉ＝１，２，…，ｍ）在
同一异宿环上．即满足下列条件

ｈ（ｘ１）＝ｈ（ｘ２）＝…＝ｈ（ｘｍ），
ｈ′（ｘ１）＝ｈ′（ｘ２）＝…＝ｈ′（ｘｍ）＝０ （３３）

３　结语

二维不可压缩流动的速度场构成标准的具有

一个自由度的哈密顿系统，当该动力系统出现线性

退化时，流型将表现为结构上的不稳定而出现分

岔，形成新的流型结构．本文将流函数展开为 Ｔａｙ
ｌｏｒ级数，Ｔａｙｌｏｒ级数的系数视为分岔参数，通过系
统的小参数正则变换，极大地较少了自由参数的数

量，获得了统一的便于进行退化流型和分岔分析的

简化动力系统．从退化临界点附近流型特征的分析
可见，动力系统正则形式的流型结构主要取决于

Ｊａｃｏｂｉ行列式，由此可方便地进行局部流型分析．
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