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可分型指数矩阵的快速精细积分法

徐建新　郭巧荣　卿光辉
（中国民航大学航空工程学院，天津　３００３００）

摘要　针对可分型矩阵的特性，结合２Ｎ类算法为可分型指数矩阵的计算提出一种快速精细积分法．核心思

想是：利用可分型矩阵中的子矩阵进行分块计算；增加Ｔａｙｌｏｒ展开式的保留项数，减少迭代次数．一方面，程

序实现简便，另一方面，数值算例表明：对矩阵维数很大的可分型指数矩阵计算来说，本文的快速精细积分

法减少了计算量和存储量，大大地提高了计算效率．
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引 言

指数矩阵计算与许多理论和工程科学有关，如

控制论中的状态方程求解，力学中动力学问题等，

但是指数矩阵计算一直是数学中公认的难题．Ｍｏ
ｌｅｒａｎｄＶａｎＬｏａｎ［１］提到了十九种计算方法，并就多
种方法的稳定性、适应性和计算精度等问题做了较

详细的分析和讨论．相对来说，Ｐａｄｅ方法被工程界
广泛接受和运用，例如著名软件 Ｍａｔｌａｂ和 Ｍａｔｈ
ｅｍａｔｉｃａ中的指数矩阵计算均以 Ｐａｄｅ方法为核
心，该方法最明显的优点是速度快，但涉及到矩阵

求逆运算时，一方面存在数值不稳定问题，另一方

面Ｐａｄｅ方法不能处理逆矩阵不存在的问题，因此
限制了该方法的适应范围．钟万勰教授在上个世纪
９０年代初提出了指数矩阵计算的精细积分法［２］．
精细积分法中独特的构思和巧妙的算法设计使得

计算结果精度非常高［３］，该方法具有相容性、收敛

性、稳定性、零振幅衰减率、零周期延长率及无超越

性等优良特性［４］，同时算法十分简单，无矩阵求逆

问题，已经广泛应用在结构动力分析、优化控制、偏

微分方程的精细求解、非稳态随机动力学等许多领

域［５］．然而，矩阵尺度很大时，计算量很大，并给数
据存储量带来较大困难［４］．

可分型矩阵是比较常见的，文献［６］指出：弹性
力学的哈密顿正则方程经过转换可以化为可分型的

哈密顿正则方程，即该微分方程的系数矩阵具有可

分的特征，可分型哈密顿系统在数值计算上有许多

优良特性，应用也很广泛．本文结合指数矩阵的定义
—Ｔａｙｌｏｒ展开式及精细积分法中的２Ｎ类算法，为可
分型矩阵提出了一种快速的精细积分算法．

１　精细积分法的基本理论及计算过程

精细积分法主要是将注意力放在增量上，而不

是全量．假设 Ａ为 ｎ×ｎ阶矩阵，为了避免舍入误
差，利用指数函数的加法定理：

Ｔ′＝ｅｘｐ（Ａη）＝［ｅｘｐ（Ａη／ｍ）］ｍ （１）
其中ｍ为任意正整数，ｍ＝２Ｎ（例如 Ｎ＝２０，则 ｍ＝
１０４８５７６）．

由于η是一个小的时间区段，则τ＝η／ｍ是一
个非常小的时间区段．因此对于τ，有

Ｔ＝ｅｘｐ（Ａτ）＝Ｉｎ＋Ａτ＋
１
２！Ａ

２τ２＋

　１３！Ａ
３τ３＋１４！Ａ

４τ４＋… （２）

文献［７］指出指数截断阶数Ｌ＝４，迭代次数 Ｎ

１５时精细积分法中指数矩阵计算可以认为接近
其精确解答．此时指数矩阵 Ｔ与单位矩阵 Ｉｎ相差
不远，因此可写为

ｅｘｐ（Ａτ）≈（Ｔａ＋Ｉｎ）

Ｔａ＝Ａτ＋（Ａτ）
２［Ｉｎ＋

（Ａτ）
３ ＋（Ａτ）

２

１２ ］／２ （３）

其中Ｔａ阵是一个小量矩阵．
因为Ｔａ很小，当它与单位阵Ｉｎ相加时，就会成

为尾数，在计算机的舍入操作中会被舍去，影响计

算精度［８］．所以，至关重要的一点是指数矩阵的存
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储是式（３）中的Ｔａ，而不是（Ｔａ＋Ｉｎ）．
为了计算ｅｘｐ（Ａη），有
ｅｘｐ（Ａη）≈（Ｉｎ＋Ｔａ）

２（Ｎ－１）×（Ｉｎ＋Ｔａ）
２（Ｎ－１）（４）

这种分解一直做下去，共 Ｎ次．其次应注意，对任
意矩阵Ｔａ，Ｔｃ有

（Ｉｎ＋Ｔｂ）×（Ｉｎ＋Ｔｃ）＝Ｉｎ＋Ｔｂ＋Ｔｃ＋Ｔｂ×Ｔｃ
（５ａ）

当Ｔｂ，Ｔｃ很小时，不应加上 Ｉｎ后再执行乘法．
将Ｔｂ，Ｔｃ都看成为Ｔａ，因此式（４）的Ｎ次乘法在计
算机中相当于以下的语句：

ｆｏｒ　（ｉｔｅｒ＝０；ｉｔｅｒ＜Ｎ；ｉｔｅｒ＋＋）　Ｔａ＝２Ｔａ＋Ｔａ
×Ｔａ （５ｂ）
当该语句循环结束后，再执行

ｅｘｐ（Ａη）≈Ｉｎ＋Ｔａ （６）
执行Ｎ次乘法后，Ｔａ已不再是很小的矩阵了，

这个加法已没有严重的舍入误差．
很明显，关于 Ｔａ迭代计算涉及到矩阵乘法运

算，当Ｎ值较大时，对计算效率有很大影响．

２　可分型指数矩阵的快速精细积分法的基
本理论及过程

在精细积分法中，若 Ａ阵是满阵，当 Ａ阵的维
数非常大时，矩阵相乘计算量及存储量随维数迅速

增长，当迭代次数Ｎ值较大时，对计算效率有很大
的影响．因此文献［４］考虑用子矩阵的办法，将指
数矩阵计算转化为各子矩阵的运算．

文献［９］指出，精细积分法中 Ｎ值的选取与
Ｔａｙｌｏｒ展开式项数的选取上值得商榷，因为这些参
数选取与算法的效率和精度有直接的关系．文献
［１０］提出适当增加保留项数比单纯增加迭代次数
的效果更好，更有利于精度的提高和逼近过程的加

速实现．在这一指导思想下，下面结合可分型矩阵
的特性和精细积分法的核心思想给出关于可分型

矩阵的快速精细积分法．
选择取ｍ的原则为：假设 ｍ＝２Ｎ，在算法实现

上取Ｎ使

‖Ａτ‖＝‖Ａη‖
２Ｎ

１２ （７）

现设可分矩阵为

Ａ＝
０　Ｃ
Ｄ　[ ]０ （８）

其中矩阵Ｃ和Ｄ阶数是Ａ阵阶数的一半，即ｎ２阶，

这里的ｎ为偶数．
Ｌｉｏｕ［１１］指出若δ为事先规定的容许误差，则截

断项数ｑ由下式决定．

‖Ｔｑ（Ａτ）－ｅ
Ａτ‖ ‖Ａτ‖ｑ＋１

（ｑ＋１( )）！
×

　 １
１－‖Ａτ‖／（ｑ＋２( )）δ （９）

上式可化简为

‖Ａτ‖ｑ＋１

（ｑ＋１）！δ （１０）

下面以截断项数 ｑ是偶数为例说明本文可分
型指数矩阵快速精细积分法的计算技巧：

ｅｘｐ（Ａτ）≈Ｉｎ＋Ａτ＋
（Ａτ）２
２！ ＋（Ａτ）

３

３！ ＋

　（Ａτ）
４

４！ ＋…（Ａτ）
ｑ－１

（ｑ－１）！＋
（Ａτ）ｑ
ｑ！ （１１）

设Ａ′＝Ａτ，则可设Ａ′＝
０ Ｃτ
Ｄτ[ ]０ ＝

０ Ｃ′

Ｄ′[ ]０，
ｅｘｐ（Ａ′）≈Ｉｎ＋Ａ

′＋（Ａ
′）２

２！ ＋（Ａ
′）３

３！ ＋（Ａ
′）４

４！ ＋

　…（Ａ
′）ｑ－１

（ｑ－１）！＋
（Ａ′）ｑ
ｑ！ ＝Ｉｎ＋

０ Ｃ′

Ｄ′[ ]０ ＋

　１２！
Ｃ′Ｄ′ ０

０ Ｄ′Ｃ[ ]′ ＋１３！ ０ Ｃ′Ｄ′Ｃ′

Ｄ′Ｃ′Ｄ′[ ]０
＋

　１４！
（Ｃ′Ｄ′）２ ０

０ （Ｄ′Ｃ′）[ ]２ ＋…＋

　 １
（ｑ－１）！

０ （Ｃ′Ｄ′）
ｑ
２－１Ｃ′

（Ｄ′Ｃ′）
ｑ
２－１Ｄ′[ ]０

＋

　１ｑ！
（Ｃ′Ｄ′）

ｑ
２ ０

０ （Ｄ′Ｃ′）
ｑ[ ]
２

＝
Ｉ　０
０　[ ]Ｉ＋

　
Ｔ１　Ｔ２
Ｔ３　Ｔ

[ ]
４

，ｑ∈｛２，４，６，…，２ｋ｝，ｋ≥１ （１２）

其中：

Ｔ１＝Ｃ
′Ｄ′α

α＝１２！Ｉ＋
１
４！Ｃ

′Ｄ′＋１６！（Ｃ
′Ｄ′）２＋…＋

　 １
（ｑ－２）！（Ｃ

′Ｄ′）
ｑ
２－２＋１ｑ！（Ｃ

′Ｄ′）
ｑ
２－１

Ｔ２＝βＣ
′

β＝Ｉ＋１３！Ｃ
′Ｄ′＋１５！（Ｃ

′Ｄ′）２＋…＋

　 １
（ｑ－３）！（Ｃ

′Ｄ′）
ｑ
２－２＋ １

（ｑ－１）！（Ｃ
′Ｄ′）

ｑ
２－１

５２
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Ｔ３＝Ｄ
′β

Ｔ４＝Ｄ
′αＣ′ （１３）

式（１２）采用了精细积分法中的表达形式，单位阵
Ｉｎ在累加与乘法过程中不进行计算，因而使展开式
的计算舍入误差减小．另外，计算式（１３）中的 α和

β时，我们只需计算和存储一次 Ｃ′Ｄ′，（Ｃ′Ｄ′）２，…，

（Ｃ′Ｄ′）
ｑ
２－２，（Ｃ′Ｄ′）

ｑ
２－１，并采用由高阶量（小值）向

低阶量（大值）反向累加的逆向算法，把矩阵的幂

从高次幂开始依次与相对应的系数相乘得到的结

果累加，以此来控制计算机加、乘法运算造成的舍

入误差．

３　实例分析

一般说来，在实际应用过程中，选取容许误差

δ＝１０－１５，要求较高．如取 δ＝１０－８，则可使计算结
果精度保持至少６位［９］．现在取 δ＝１０－ｋ（ｋ＝１０，
１１，…，１５），时间步长 η＝０．０１ｓ，可分型矩阵中的
非零元素ｅ［－１，１］．图１～图６给出了精细积分
法、Ｐａｄｅ方法和本文方法的计算时间对比．

图１　δ＝１０－１０，三种方法比较

Ｆｉｇ．１　δ＝１０－１０Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

图２　δ＝１０－１１，三种方法比较

Ｆｉｇ．２　δ＝１０－１１，Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

图３　δ＝１０－１２，三种方法比较

Ｆｉｇ．３　δ＝１０－１２，Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

图４　δ＝１０－１３，三种方法比较

Ｆｉｇ．４　δ＝１０－１３，Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

图５　δ＝１０－１４，三种方法比较

Ｆｉｇ．５　δ＝１０－１４，Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

从上述图形可以看出给定精确度和确定的时

间步长情况下，本文方法的计算速度比较快，尤其

是计算矩阵维数较大时（如 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的
有限元半解析法中需要计算高维的可分型指数矩

阵），效果非常显著．以图６为例说明，在误差精度

δ＝１０－１５的情况下，计算８００维的随机指数矩阵，本
文方法、Ｐａｄｅ方法和精细积分法所用的平均时间

６２
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分别为４．８６２６ｓ，７．２２８２ｓ，１８．９３４６ｓ．

图６　δ＝１０－１５，三种方法比较

Ｆｉｇ．６　δ＝１０－１５，Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

文献［１２］指出精细积分法是条件稳定的，综
合考虑稳定性、精度和计算工作量，判断指数截断

阶数Ｌ＝４时，精细积分法的总体效果最好，另外迭
代次数Ｎ≥１５时精细积分法中指数矩阵计算可认
为接近其精确解答［７］，故在精细积分法中的代码中

选取了Ｌ＝４，Ｎ＝１６，计算精度完全满足误差精度
要求．实际上，精细积分法在矩阵和积分步长满足
一定条件时，其计算结果可以达到计算机所能表示

的满精度．本文方法和 Ｐａｄｅ方法采用同样的原理
选取截断项数和迭代次数，可以说两种方法的计算

精度是相同的．虽然Ｐａｄｅ方法、本文的方法和精细
积分法（Ｌ＝４，Ｎ＝１６）的计算精度均在同一数量级
内，但是本文方法和 Ｐａｄｅ方法的计算精度与精细
积分法的计算精度相比有一定差距．在一般工程计
算中，计算精度往往只需达到一定要求，计算效率

是主要的，那么对可分型指数矩阵计算采用本文的

快速精细积分法比较经济．

４　计算量分析

不论是可分型矩阵还是其它形式的方阵，迭代

算法会使式（５）中的非零元素快速增加，使得矩阵
乘法的计算量增大．若不考虑加法所用时间，则维
数为２ｎ的矩阵相乘，其计算量为 Ｏ（８×ｎ３）．若可
分型矩阵的维数为２ｎ，精细积分法中选取 Ｌ＝４，Ｎ
＝１６，则计算量约为Ｏ（１５２×ｎ３）．通常情况下可分
型指数矩阵截断项数 ｑ不会超过２０项，所以当计
算式（１３）中的 α和 β时，依次计算矩阵的幂至矩

阵的最高次幂（Ｃ′Ｄ′）
ｑ
２－１最多需要９次ｎ维的矩阵

相乘．根据式（１３），计算 Ｔａ阵时，计算量最多约为

Ｏ（１４×ｎ３），经过 Ｎ次循环迭代后，则可分型指数
矩阵的计算量约为 Ｏ（（１４＋８Ｎ）×ｎ３），上述实例
表明，迭代次数Ｎ最多不会超过１０次，故本文方法
计算量最多为Ｏ（９４×ｎ３），约为传统精细积分法计
算量的６１．８％，可见计算量的降低是十分显著的．
Ｐａｄｅ方法和本文的快速精细积分法是采用同样原
理选取截断项数和迭代次数，但是求逆计算增加了

计算量，所以说 Ｐａｄｅ方法在计算速度上比本文的
方法慢．

实际上，在相同的计算精度要求下，本文方法

和传统精细积分法取相同迭代步数 Ｎ和截断阶数
Ｌ（假设 Ｌ＝４），传统精细积分法的计算量约为 Ｏ
（（２４＋８Ｎ）×ｎ３），而本文方法的计算量约为Ｏ（（６
＋８Ｎ）×ｎ３），相比较而言，本文方法还是比传统精
细积分法的计算量小很多．所以说，当计算维数很
大的可分型指数矩阵时，这种方法很好的解决了这

一难题．

５　结论

本文在精细积分法基础上，结合可分型矩阵的

特性和精细积分算法的核心思想，为可分型指数矩

阵计算提出一种快速算法，程序实现简便．在给定
的精度和确定的时间步长情况下，验证了快速精细

积分法在处理大型问题时可以显著节约时间．
本文的方法仍然具有精细积分法的原有优点，

不需要矩阵求逆计算，在处理系统矩阵Ａ奇异或接
近奇异时的优越性是十分明显的．
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