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摘要　基于对偶变量变分原理提出了求解非线性动力学系统最优控制问题的一种保辛数值方法．以时间区

段一端状态和另一端协态作为混合独立变量，在时间区段内采用拉格朗日插值近似状态变量与协态变量，

然后利用对偶变量变分原理并将非线性最优控制问题转化为非线性方程组的求解，最终得到求解非线性动

力学系统最优控制问题的保辛数值方法．数值实验验证了本文算法在求解精度与求解效率上的有效性．
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引 言

最优控制理论是从上世纪五十年代中期在空

间科学技术，尤其是航空航天中的动力学问题的推

动下开始形成并发展起来．钱学森的工程控制论，
Ｂｙｒｓｏｎ的经典著作［１］等很多都是以动力学系统作

为研究的受控对象，表明了动力学与最优控制有着

密不可分的联系．此后，最优控制理论自身不断发
展，而从辛几何力学的角度研究最优控制近年来又

特别受到关注．
Ｍａｒｓｄｅｎ首先在动力学中提出变分积分并广泛

应用之后［２］，进一步在拉格朗日力学体系下，从离

散力学的达朗贝尔原理出发将连续最优控制系统

转化为离散的大规模参数优化问题求解［３］，将动力

学问题与最优控制问题紧密结合．文献［４，５］分别
从变分积分以及李群变分积分的角度研究最优控

制并做了应用性方面的研究工作，这些也都属于拉

格朗日力学系统的范畴．正是由于保辛的数值方法
在动力学积分中可保持哈密顿系统的辛几何结构，

因此得到了比较广泛的应用，文献［６，７］又着重突
出了非完整力学系统和刚体的保辛最优控制方法．
同时文献［８］采用这种最优控制方法解决了卫星
编队重构问题．另外，文献［９］采用Ｒｕｎｇ－Ｋｕｔｔａ差
分格式将连续最优控制系统离散同样得到参数优

化问题，进一步文献［１０］采用辛Ｒｕｎｇ－Ｋｕｔｔａ差分
格式将连续最优控制系统离散，而这种离散方法在

一定条件下与Ｍａｒｓｄｅｎ的离散力学方法是等价的．
文献［１１，１２］从计算结构力学与最优控制模拟理
论出发，在统一的哈密顿体系下采用精细积分与区

段混合能方法提出了一系列功能丰富、高性能的最

优控制及鲁棒控制数值算法等．

本文从对偶变量变分原理［１３］出发研究非线性

最优控制问题，由于非线性系统的最优控制问题可

以转化为具有辛几何结构的哈密顿系统，并且哈密

顿系统的一个主要性质是其相流保持辛几何结构．
采用保辛的数值方法可保持原哈密顿系统的辛几

何结构［１３，１４］，所以非线性最优控制的数值求解方

法也应当设法保持辛几何结构．本文采用时间区段
两端状态与协态混合独立变量表示的对偶变量变

分原理，在时间区段内部采用拉格朗日插值，将非

线性最优控制问题转化为非线性方程组的求解，进

而达到保持哈密顿系统辛几何结构的目的．也就是
说本文从动力学对偶变分原理的角度出发提出了

保辛数值算法求解非线性系统的最优控制问题．

１　非线性最优控制与对偶变量变分原理

考虑非线性系统的最优控制问题，性能指标为

Ｊ＝∫
ｔｆ

０
Φ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ）ｄｔ （１）

系统的状态方程如下

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ），ｔ） （２）
其中ｘ是ｄ维状态向量，ｕ是ｐ维控制向量．以上针
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对拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）类型的非线性最优控制问
题，如果是波尔扎（Ｂｏｌｚａ）类型或者麦耶耳（Ｍａｙｅｒ）
类型的非线性最优控制问题，可以通过引进辅助变

量的方法使得三类问题相互转化．
通过变分法可以得到最优控制关于输入的必

要条件，即可以将控制输入ｕ（ｔ）表示成状态变量ｘ
与协态变量λ的函数，即

ｕ（ｔ）＝ｇ（ｘ（ｔ），λ（ｔ）） （３）
将得到的控制输入ｕ（ｔ）表示成只是关于状态变量
ｘ与协态变量λ两类变量的哈密顿函数

Ｈ（ｘ，λ，ｇ（ｘ，λ））＝Φ（ｘ（ｔ），ｇ（ｘ，λ），ｔ）＋
　λｆ（ｘ（ｔ），ｇ（ｘ，λ），ｔ） （４）

那么最优控制的必要条件，正则方程如下

ｘ＝Ｈ
λ
＝ｆ（ｘ，λ，ｇ（ｘ，λ））　ｘ（０）＝ｘ０

λ＝－Ｈｘ
　　　　　　　λ（ｔｆ）＝{ ０

（５）

至此，非线性最优控制问题其实已经转化为求解非

线性两端边值问题．以下先介绍对偶变量变分原
理，然后在此基础上给出求解非线性最优控制两端

边值问题的保辛数值方法．
哈密顿正则方程（５）对应的对偶变量变分原

理为

Ｓ＝∫
η

０
［λＴｘ－Ｈ（ｘ，λ）］ｄｔ，　δＳ＝０ （６）

作用量Ｓ取驻值给出

δＳ＝∫
η

０
（δｘ）Ｔ［－λ－Ｈｘ

］ｄｔ＋

　∫
η

０
（δλ）Ｔ（ｘ－Ｈλ

）ｄｔ＋λＴδｘ｜η０ （７）

若认为在两端边界条件给定，则可以在域内得到哈

密顿正则方程．若认为在域内已经满足哈密顿正则
方程，则可以得到作用量与两端状态的关系

ｄＳ（ｘ０，ｘη）＝λ
Ｔ
ηｄｘη－λ

Ｔ
０ｄｘ０ （８）

将（８）式左右两边进一步变形整理可以得到
ｄＳ（ｘ０，λη）＝ｄ（λ

Ｔ
ηｘη）－ｄＳ（ｘ０，ｘη）＝

　ｘＴηｄλη＋λ
Ｔ
０ｄｘ０ （９）

下面考虑以（９）式为出发点，研究以左端状态变量
ｘ和右端协态变量 λ作为混合独立变量的保辛算
法求解非线性最优控制问题．

２　以初始状态变量 ｘ０和终端状态变量 λη
为独立状态变量的保辛算法

将整个非线性最优控制问题的求解区域（０，

ｔｆ）等分成Ｊ个子区段，子区段的长度为η，其中第ｊ
个子区段内的状态变量ｘ（ｔ）与协态变量λ（ｔ）分别
采用等间距ｍ－１和ｎ－１次Ｌａｇｒａｎｇｅ插值，即

ｘ（ｔ）＝（Ｍ１Ｉ）ｘｊ－１＋（ＭＩ）珋ｘｊ （１０）

λ（ｔ）＝（ＮＩ）珔λｊ＋（ＮｎＩ）λｊ （１１）

其中ｘｊ－１表示第 ｊ个子区段最左端的状态变量，而

珋ｘｊ由第ｊ个子区段其他插值点上的状态向量组成，

λｊ表示最右端的协态变量，而珔λｊ由第ｊ个子区段其
他插值点上的协态向量组成．由于将区段最左端状
态变量和最右端的协态变量作为独立变量，因此它

们用普通的ｘｊ－１和λｊ表示，而其他不独立的状态向

量和协态向量用珋ｘｊ和珔λｊ表示．方程（１０）和（１１）中
的Ｉ表示单位矩阵，其他符号的含义如下

Ｍ＝［Ｍ２，Ｍ３，…，Ｍｍ］ （１２）

Ｎ＝［Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ－１］ （１３）
并且

　Ｍｉ＝ Π
ｍ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

ｔ－（ｊ－１）η／（ｍ－１）
（ｉ－ｊ）η／（ｍ－１）

，　ｉ＝１，２，…，ｍ

（１４）

　Ｎｉ＝ Π
ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ

ｔ－（ｊ－１）η／（ｎ－１）
（ｉ－ｊ）η／（ｎ－１）

，　ｉ＝１，２，…，ｎ

（１５）

符号表示矩阵的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，其意义为：ｋ×ｌ维
矩阵Ａ和ｓ×ｔ维矩阵Ｂ的Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积为ｋｓ×ｌｔ维
矩阵ＡＢ，即

ＡＢ＝

ａ１１Ｂ … ａ１ｌＢ

  

ａｋ１Ｂ … ａｋｌ









Ｂ

（１６）

方程（９）是以微分形式表述的，其积分形式为

Ｓ＝λＴηｘη－Ｓ＝λ
Ｔ
ηｘη－∫

η

０
［λＴｘ－Ｈ（ｘ，λ）］ｄｔ

（１７）

将方程（１０）和（１１）的近似状态和协态变量带入方
程（１７）表示的作用量，可得到
　Ｖｊ（ｘｊ－１，λｊ，珋ｘｊ，珔λｊ）＝λ

Ｔ
ｊ（Ｍ１（η）Ｉ）ｘｊ－１＋

（Ｍ（η）Ｉ）珋ｘｊ）－∫
η

０
（λＴｘＨ（ｘ，λ））ｊｄｔ（１８）

方程（９）表明，若认为在域内已经满足微分方程，
则作用量应该仅是左端状态变量与右端协态变量

的函数，因此第个子区段内的近似作用量可以通过

方程（１８）对中间变量珋ｘｊ，珔λｊ取驻值得到

２



第１期 高强等：非线性动力学系统最优控制问题的保辛求解方法

Ｓｊ（ｘｊ－１，λｊ）＝ｓｔａｔ
珋ｘｊ，珔λｊ
Ｖｊ（ｘｊ－１，λｊ，珋ｘｊ，珔λｊ） （１９）

因为方程（１９）的驻值条件，有

Ｖｊ（ｘｊ－１，λｊ，珋ｘｊ，珔λｊ）
珋ｘｊ

＝０，　ｊ＝１，２，…，Ｊ （２０）

Ｖｊ（ｘｊ－１，λｊ，珋ｘｊ，珔λｊ）

λ
－

ｊ

＝０，　ｊ＝１，２，…，Ｊ （２１）

通过连续两个子区段首尾的连接关系，将所有子区

段的近似作用量Ｓｊ（ｘｊ－１，λｊ）相加，并对所有链接子
区段的状态与协态变量取驻值，可得到整个区域的

近似作用量，即

Ｓ（ｘ０，λＪ）＝ ｓｔａｔ
ｘｋ－１，ｋ＝２，…，Ｊ
λｋ，ｋ＝１，…，Ｊ－１

∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｓｊ（ｘｊ－１，λｊ）－∑

Ｊ－１

ｊ＝１
λＴｊｘ( )ｊ

（２２）
因此有

Ｓｊ
ｘｊ－１

－λｊ－１＝０　ｊ＝２，…，Ｊ （２３）

Ｓｊ
λｊ
－ｘｊ＝０　ｊ＝１，２，…，Ｊ－１ （２４）

得到整个求解区域上的近似作用量 Ｓ（ｘ０，λＪ）后，
根据方程（９）可给出

λ０＝
Ｓ（ｘ０，λＪ）
ｘ０

，　ｘＪ＝
Ｓ（ｘ０，λＪ）
λＪ

（２５）

因此，非线性最优控制问题被转换为一组非线

性方程（２０），（２１），（２３），（２４）和（２５）的求解．由
于非线性方程组的由来是基于对偶变量变分原理

的，所以说这种求解非线性最优控制问题算法是一

种保辛的数值方法．下一步为了方便实施计算，还
应当将每一个子区段逐步计算并累加，为此定义

Ｆｊ
１＝

Ｓｊ
ｘｊ－１

－λｊ－１ ＝－∫
η

０
（Ｍ·Ｔ１λ－

　ＭＴ１
Ｈ
ｘ
）ｊｄｔ－λｊ－１　ｊ＝１，２，…，Ｊ （２６）

Ｆｊ
２＝
Ｖｊ
珋ｘｊ
＝（Ｍ－Ｔ（η）Ｉ）λｊ－∫

η

０
（Ｍ
·
Ｔλ－

　ＭＴＨｘ
）ｊｄｔ　ｊ＝１，２，…，Ｊ （２７）

Ｆｊ
３＝
Ｖｊ
λ
－

ｊ

＝－∫
η

０
（ＮＴ（ｘ－Ｈλ

））ｊｄｔ　ｊ＝１，

２，…，Ｊ （２８）

Ｆｊ
４＝
Ｓｊ
λｊ
ｘｊ＝（Ｍ（η）Ｉ）珋ｘｊ∫

η

０
（ＮＴｎ（ｘ－

　Ｈ
λ
））ｊｄｔ－ｘｊ　ｊ＝１，２，…，Ｊ－１，Ｊ （２９）

其中

ｘ（ｔ）＝（Ｍ
·

１Ｉ）ｘｊ－１＋（Ｍ
·

Ｉ）珋ｘｊ （３０）
则方程（２０），（２１），（２３），（２４）和（２５）可表示为

Ｆｊ
１＝０；Ｆ

ｊ
２＝０；Ｆ

ｊ
３＝０；Ｆ

ｊ
４＝０ （３１）

本文采用牛顿法求解非线性方程组（３１），因此需
要计算非线性方程组的Ｊａｃｏｂｉ矩阵．本文在终端时
间固定下考虑两种终端状态情况：

⑴ 终端状态自由，将所有未知变量排列为

｛λ０；珋ｘ１，珔λ１，λ１，ｘ１；珋ｘ２，珔λ２，λ２，ｘ２；…；珋ｘＪ，珔λＪ，ｘＪ｝
Ｔ，非

线性方程组（３１）对未知变量求导得到 Ｊａｃｏｂｉ矩阵
为

Ｋ＝

Ａ，Ｋ１１，Ｋ
１
２，Ｋ

１
３，Ｂ

　　Ａ，Ｋ２１，Ｋ
２
２，Ｋ

２
３，Ｋ

２
４，Ｂ

　　　　　　　

　　　　　Ａ，ＫＪ１，ｆｒｅｅ，Ｋ
Ｊ
２，ｆｒｅｅ，Ｋ

Ｊ
３，















ｆｒｅｅ

（３２）

其中

Ｋ１＝［Ｋ１１　Ｋ
１
２　Ｋ

１
３］＝

Ｋ１１２　Ｋ
１
１３　Ｋ

１
１４

Ｋ１２２　Ｋ
１
２３　Ｋ

１
２４

Ｋ１３２　Ｋ
１
３３　Ｋ

１
３４

Ｋ１４２　Ｋ
１
４３　Ｋ

１
４













４

，

Ａ＝

－Ｉ











０
０
０

，Ｂ＝

０
０
０











－Ｉ

（３３）

Ｋｊ＝［Ｋｊ１　Ｋ
ｊ
２　Ｋ

ｊ
３　Ｋ

ｊ
４］＝

Ｋｊ１１　Ｋ
ｊ
１２　Ｋ

ｊ
１３　Ｋ

ｊ
１４

Ｋｊ２１　Ｋ
ｊ
２２　Ｋ

ｊ
２３　Ｋ

ｊ
２４

Ｋｊ３１　Ｋ
ｊ
３２　Ｋ

ｊ
３３　Ｋ

ｊ
３４

Ｋｊ４１　Ｋ
ｊ
４２　Ｋ

ｊ
４３　Ｋ

ｊ













４４

，

　（ｊ＝２，３，…，Ｊ－１） （３４）

ＫＪｆｒｅｅ＝［Ｋ
Ｊ
１，ｆｒｅｅ　Ｋ

Ｊ
２，ｆｒｅｅ　Ｋ

Ｊ
３，ｆｒｅｅ］＝

ＫＪ１１　Ｋ
Ｊ
１２　Ｋ

Ｊ
１３

ＫＪ２１　Ｋ
Ｊ
２２　Ｋ

Ｊ
２３

ＫＪ３１　Ｋ
Ｊ
３２　Ｋ

Ｊ
３３

ＫＪ４１　Ｋ
Ｊ
４２　Ｋ

Ｊ













４３
（３５）

方程（３２）中具体元素的表达见附录．同时可得到
非线性方程组牛顿迭代所需要的右端向量为

　Ｆ＝［Ｆ１１，Ｆ
１
２，Ｆ

１
３，Ｆ

１
４；Ｆ

２
１，Ｆ

２
２，Ｆ

２
３，Ｆ

２
４，…；Ｆ

Ｊ
１，Ｆ

Ｊ
２，Ｆ

Ｊ
３，Ｆ

Ｊ
４］
Ｔ

（３６）

⑵ 终端状态固定，将所有未知变量排列为

３
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｛λ０；珋ｘ１，珔λ１，λ１，ｘ１；珋ｘ２，珔λ２，λ２，ｘ２；…；珋ｘＪ，珔λＪ，ｘＪ｝
Ｔ，非

线性方程组对未知变量求导得到Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｋ＝

Ａ，Ｋ１１，Ｋ
１
２，Ｋ

１
３，Ｂ

　　Ａ，Ｋ２１，Ｋ
２
２，Ｋ

２
３，Ｋ

２
４，Ｂ

　　　　　　　

　　　　　Ａ，ＫＪ１，ｆｉｘ，Ｋ
Ｊ
２，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
３，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
４，ｆｉｘ，













Ｂ

（３７）

其中，符号 ＫＪ１，ｆｉｘ，Ｋ
Ｊ
２，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
３，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
４，ｆｉｘ的具体表达如下，

其他符号意义如（３３），（３４）所示．

ＫＪｆｉｘ＝［Ｋ
Ｊ
１，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
２，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
３，ｆｉｘ，Ｋ

Ｊ
４，ｆｉｘ］＝

ＫＪ１１　Ｋ
Ｊ
１２　Ｋ

Ｊ
１３　Ｋ

Ｊ
１４

ＫＪ２１　Ｋ
Ｊ
２２　Ｋ

Ｊ
２３　Ｋ

Ｊ
２４

ＫＪ３１　Ｋ
Ｊ
３２　Ｋ

Ｊ
３３　Ｋ

Ｊ
３４

ＫＪ４１　Ｋ
Ｊ
４２　Ｋ

Ｊ
４３　Ｋ

Ｊ













４４

（３８）
方程（３７）中具体元素的表达见附录．同时可

得到非线性方程组牛顿迭代所需要的右端向量为

　Ｆ＝［Ｆ１１，Ｆ
１
２，Ｆ

１
３，Ｆ

１
４；Ｆ

２
１，Ｆ

２
２，Ｆ

２
３，Ｆ

２
４，…；Ｆ

Ｊ
１，Ｆ

Ｊ
２，Ｆ

Ｊ
３，Ｆ

Ｊ
４］
Ｔ

（３９）
至此，完成了牛顿法求解非线性方程组的所需的

Ｊａｃｏｂｉ矩阵（３２），（３７）式以及右端向量（３６），（３９）
式．从方程（３２），（３７）可以看出 Ｊａｃｏｂｉ矩阵为稀疏
带状矩阵，采用稀疏带状的线性代数方程组求解算

法可获得良好的计算效率．

３　数值算例

算例１：　为了说明算法在不同参数下的计算精度
与效率问题，首先考虑一个具有分析解的终端状态

自由情况非线性最优控制问题［１５］，极小化性能指

标如下：

Ｊ＝∫
１

０
（ｕ２＋ｘｕ＋５４ｘ

２）ｄｔ

系统的微分方程及初始状态为

ｘ＝０．５ｘ＋ｕ，　ｘ（０）＝１
此问题具有解析解，最优状态 ｘ（ｔ），协态 λ（ｔ）
与控制输入ｕ（ｔ）分别为

ｘ（ｔ）＝ｃｏｓｈ（１－ｔ）ｃｏｓｈ（１）

λ（ｔ）＝２ｃｏｓｈ（１－ｔ）ｔａｎｈ（１－ｔ）ｃｏｓｈ（１）

ｕ（ｔ）＝（ｔａｎｈ（１－ｔ）＋０．５）ｃｏｓｈ（１－ｔ）ｃｏｓｈ（１）
通过大量数值实验表明，状态变量的插值参数

ｍ与协态变量的插值参数 ｎ的最佳匹配情况是 ｍ

＝ｎ，这种参数搭配计算精度与效率能够达到最佳．
因此，在这里将状态变量与协态变量分别采用ｍ＝
２，ｎ＝２，ｍ＝３，ｎ＝３和 ｍ＝４，ｎ＝４三种插值方法
求解此问题．将求解区域等分１６份情况下状态变
量、协态变量与控制输入的数值精度如图１所示，

○ 表示取ｍ＝２，ｎ＝２计算的结果，＊表示取 ｍ＝
３，ｎ＝３计算的结果，□表示取 ｍ＝４，ｎ＝４计算的
结果，可以看出插值阶数越高，求解精度越高．图２
给出了性能指标随步长减小后的变化情况，即步长

越小性能指标趋于收敛．状态变量、协态变量与控
制输入的数值计算精度随步长减小的变化以及

Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的相对误差如图３和４所示，图４中
的曲线从上到下表示步长按变化 τ＝１／２Ｎ（Ｎ＝５，
６，…，１０）．

图１　步长为τ＝１／１６时的数值精度

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓｆｏｒτ＝１／１６

图２　随步长减小性能指标的变化情况τ＝１／２Ｎ

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐτ＝１／２Ｎ

下面从数值结果分析本文保辛算法的精度．记
本文算法的精度为ｓ阶，表明如果时间步长为η，则
算法的误差为Ｃηｓ，并记为 Ｏ（ηｓ）．因此，如果采用
两个不同的时间步长η１和η２求解，且它们数值求
解的误差分别为ｅ１和ｅ２，则有

ｅ１＝Ｃη
ｓ
１，ｅ２＝Ｃη

ｓ
２

那么算法的精度的阶数可通过如下方程计算，

即

４
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ｓ＝
ｌｏｇ（ｅ１）－ｌｏｇ（ｅ２）
ｌｏｇ（η１）－ｌｏｇ（η２）

图３　数值精度随步长减小的变化情况τ＝１／１６

Ｆｉｇ．３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐ

图４　Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数相对误差随步长减小的变化情况

Ｆｉｇ．４　ＲｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆＨａｍｉｌｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐ

通过此算例计算得到本文算法的精度如表１
所示．从表１中可以看到本文算法的精度在参数ｍ
＝２，ｎ＝２、ｍ＝３，ｎ＝３、ｍ＝４，ｎ＝４和 ｍ＝５，ｎ＝５
的情况下分别具有３阶、５阶、７阶和９阶精度．更
多的数值试验表明本文算法具有 ｓ＝２（ｍ－１）＋１
阶精度．

表１　保辛算法数值精度

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｍ＝２，ｎ＝２ ｍ＝３，ｎ＝３ ｍ＝４，ｎ＝４ ｍ＝５，ｎ＝５
状态ｘ ３．００５２０５（３）５．００６７０８（５）７．０１８８０５（７）８．９５５９１３（９）
协态 ３．０００６１１（３）４．９８４１６７（５）６．９７３８００（７）９．０３４７４９（９）
控制 ２．９９６８９８（３）４．９８０４２３（５）６．９５８９７０（７）８．９７７７５７（９）

算例２：　本算例考虑另一种边界条件，即终端状
态固定的非线性最优控制问题．非线性单摆在指定
的时间内从初始状态控制到期望状态［１６］，其性能

指标为

Ｊ＝∫
Ｔ

０
ｕ２ｄｔ，　Ｔ＝π／２

系统的微分方程及初始与末端状态条件为

ｘ１＝ｘ２，　　ｘ１（０）＝３π／５，ｘ１（Ｔ）＝２π／５

ｘ２＝－ｓｉｎ（ｘ１）＋ｕ，ｘ２（０）＝０，ｘ２（Ｔ）＝{ ０
由于此非线性最优控制问题没有分析解，因此采用

Ｍａｔｌａｂ提供的 ｂｖｐ４ｃ函数求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ两端边值
问题，得到系统状态 ｘ（ｔ），协态 λ（ｔ）与控制输
入ｕ（ｔ）作为参考解．（其中 ｂｖｐ４ｃ函数的绝对误
差精度控制为１０－１３，相对误差精度控制为１０－１１）

图５　步长为τ＝Ｔ／１６时的数值精度

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓｆｏｒτ＝Ｔ／１６

图６　数值精度随步长减小的变化情况τ＝Ｔ／２Ｎ

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｐｒｅｃｉｓｉｏｎｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐτ＝Ｔ／２Ｎ

图７　随步长减小性能指标的变化情况τ＝Ｔ／２Ｎ

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐτ＝Ｔ／２Ｎ

同样，根据大量数值算例经验，状态变量的插

值参数与协态变量的插值参数 ｎ的最佳匹配情况
是ｍ＝ｎ，这种参数搭配计算精度与效率能够达到
最佳．采用ｍ＝２，ｎ＝２这种插值方法求解此问题，
并与离散力学的最优控制方法［３］做比较．为了方便

５
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下文叙述，记符号 ｘλ表示本文保辛算法，而符号
ＤＭＯＣ表示离散力学的最优控制方法．将求解区域
等分１６份情况下状态变量与控制输入的数值精度
如图５所示，即在相同的离散时间间隔下ＤＭＯＣ方
法无论是状态变量还是控制输入的数值精度都远

小于本文的方法．当离散时间间隔逐步加密（τ＝
Ｔ／２Ｎ）时，状态与控制输入的平均相对误差如图６
所示，可以看出在相同的离散时间间隔下本文方法

求解的状态变量与控制输入精度始终要好于

ＤＭＯＣ方法，并且随着散时间间隔逐步加密数值精

度不断提高，而 ＤＭＯＣ方法最终导致大规模非线
性优化，随着非线性优化的规模越来越大不仅效率

越来越低，最优控制的数值精度也受大规模优化算

法的影响．同时，两种方法随着离散时间间隔逐步
加密，性能指标都趋于收敛，如图７所示．

下面为了比较计算效率将状态变量与协态变

量分别采用 ｍ＝２，ｎ＝２，ｍ＝３，ｎ＝３，ｍ＝４，ｎ＝４
这三种插值方法求解，并且相同离散时间间隔下与

ＤＭＯＣ方法的计算效率如表２所示．表２表明本文
方法在效率上远远优越于ＤＭＯＣ方法．

表２　计算效率的比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

Ｎ＝４ Ｎ＝５ Ｎ＝６ Ｎ＝７ Ｎ＝８ Ｎ＝９
ＤＭＯＣ ０．４０１８３３ １．６２７４３３ ３．５０２５８６ ７．３１９４８５ ２４．９８０７４ ２７２．７２４３１５

ｘλ，ｍ＝２，ｎ＝２ ０．０２７６９１ ０．０５３６５５ ０．１１８９６０ ０．２８６７９６ ０．５５９５５６ １．１２１０８５
ｘλ，ｍ＝３，ｎ＝３ ０．０５４７７６ ０．１１６７８７ ０．２９６２４８ ０．５６７５２０ １．１２７８０６ ２．４１５８０８
ｘλ，ｍ＝４，ｎ＝４ ０．０９８６４１ ０．１７２７８３ ０．４５３２６４ ０．８８６１７０ １．８４２３７９ ３．６０４０８９

４　结论

本文提出了基于对偶变量变分原理求解非线

性最优控制问题的保辛算法．由于非线性系统的最
优控制问题具有哈密顿系统的辛几何结构，采用保

辛的数值方法可保持原哈密顿系统的辛几何结构．
通过大量数值实验得到如下结论：

（１）本文算法求解非线性最优控制问题算法
的计算精度与效率的最佳匹配参数是 ｍ＝ｎ，即表
明状态变量的插值参数 ｍ与协态变量的插值参数
ｎ应该相同，这种参数匹配情况下的算法精度为 ｓ
＝２（ｍ＝１）＋１阶．
（２）本文算法随着时间间隔划分越来越密，非

线性最优控制的性能指标趋于收敛，并且哈密顿函

数的相对误差随时间间隔划分加密也越来越小．
（３）本文算法与基于离散力学的最优控制方

法都是保辛算法，但本文算法无论在计算效率还是

计算精度上都要优于基于离散力学的最优控制方

法．
本文主要讨论了固定时间步长下基于对偶变

量变分原理，并以时间区段两端的状态和协态作为

混合独立变量的保辛算法用于求解非线性最优控

制问题．更深入的研究还应当考虑如何进一步提高
算法的求解效率，或者在给定数值精度的情况下设

计自适应算法，毕竟非线性最优控制问题的在线实

时计算是关键．另外，基于对偶变量变分原理，还可
以考虑以时间区段两端状态变量作为独立变量以

及以时间区段两端协态变量作为独立变量这两种

保辛算法在求解非线性最优控制问题时的数值精

度与效率．
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