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刚弹耦合质量摆减振结构的动力学建模

陈娟娟　徐鉴
（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理建立高层建筑质量摆减振结构在考虑刚弹耦合作用下的动力学模型．此模型

中把高层建筑当作竖直悬臂梁即无线自由度结构处理，模型具有２个独立变量，为梁横向位移和质量摆的

转角，同时考虑了几何非线性的约束条件，形成了一个非线性刚弹耦合方程．最后采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对其离

散化，导出有限维离散化动力学模型，并给出仿真算例，验证了该模型的正确性．

关键词　高层建筑，　质量摆，　Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，　刚弹耦合，　数学建模

引言

高层建筑结构利用悬吊质量摆减振的方法由

于其具有简单、经济、易于实施等优点而应用广泛，

但随着科学技术的发展和经济实力的提高，越来越

多的建筑采用轻质高强的材料以及其高度的不断

增加，使得高层建筑结构在风荷载和地震作用下的

各种响应增大，为了更好地控制其响应，采用传统

的建模方法已达不到预期的效果，文献［１］－［４］
中的传统的建模只考虑剪力的影响而把高层建筑

简化为剪切型结构，但实际中考虑得更多的应是弯

曲变形，为此需要将高层建筑结构当作弹性体即竖

直悬臂连续梁来考虑，这样建立一个刚弹耦合的非

线性方程更符合高层建筑质量摆减振结构的实际

受力情况．
利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理和 Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的基

本方程建立了考虑刚弹耦合作用的质量摆减振结

构的非线性动力学模型，该模型与目前的ＭＤＯＦ线
性模型相比，具有明显的优越性．

１　基本概念与假设

设梁高为 Ｈ，横截面面积为 Ａ，单位质量密度
为ρ（即单位体积的质量），弹性模量为 ＥＩ，质量摆
的质量为ｍ，摆长为ｌ，与竖直面的摆角为 θ（ｔ）．根
据悬臂梁的边界条件，梁的中线不考虑伸长，即梁

无轴向变形而只有横向变形．如图１，假设梁最初
沿着ｘ轴，随后在ｘ－ｙ平面内振动，沿着梁中线的

曲线坐标为 ｓ，于是振动时梁的坐标表示为（ｘ（ｓ，
ｔ），ｙ（ｓ，ｔ））（后面将梁的轴向坐标和横向坐标分别
简写为 ｘ和 ｙ，质量摆的摆角简写为 θ），质量摆在
距离梁底面Ｌ处（０＜Ｌ≤Ｈ）．

基本假设［５１０］为：（１）梁的截面尺寸远远小于
其高度；（２）系统在 ｘ－ｙ平面内运动；（３）忽略梁
的转动惯量和剪切变形的影响；（４）忽略梁的阻力
的影响．

图１　悬臂梁质量摆减振结构模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｄａｍｐｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｏｒ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｗｉｔｈｐｅｎｄｕｌｕｍ

１．１　弯曲曲率κ
设悬臂梁的截面转角为，则弯曲曲率可表示为：

κ＝ｓ
（１）

而、ｘ（ｓ，ｔ）和ｙ（ｓ，ｔ）分别满足：

ｃｏｓ＝ｘｓ
，ｓｉｎ＝ｙｓ

（２）
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（
ｘ
ｓ
）２＋（ｙ

ｓ
）２＝１ （３）

将方程（２）、（３）对变量ｓ求导分别得到：


ｓ
＝ｘ
ｓ
２ｙ
ｓ２
－ｙ
ｓ
２ｘ
ｓ２

（４）

ｘ
ｓ
２ｘ
ｓ２
＋ｙ
ｓ
２ｙ
ｓ２
＝０ （５）

联立方程（１）、（３）、（４）和（５）可得：

κ＝ ２ｙ／ｓ２

１－（ｙ／ｓ）槡
２
＝ ｙ＂

１－（ｙ′）槡
２

（６）

１．２　哈密顿原理
全文运用能量方法哈密顿原理，表述为：

∫
ｔ１

ｔ０
δＲｄｔ＝∫

ｔ１

ｔ０
δ（Ｔ－Ｖ）ｄｔ＝０ （７）

式中：Ｒ为哈密顿函数，Ｔ＝Ｔ１＋Ｔ２，Ｖ＝Ｖ１＋Ｖ２＋
Ｖ３，Ｔ１、Ｔ２分别为悬臂梁和质量摆的动能，Ｖ１、Ｖ２和
Ｖ３分别为悬臂梁的弯曲应变能、悬臂梁的重力势
能和质量摆的重力势能．
１．３　考虑的阶数

梁作大范围运动，其横向位移认为很大，故横

向坐标也很大，即

ｙ～（ε） （８）
而梁的轴向位移认为比横向高一阶，所以轴向坐标

比横向坐标高一阶，即：

ｘ～（ε２） （９）
其中：ε１．

由于系统结构的对称性，非线性方程将考虑至

奇数阶，这里取至 （ε３），然而为了获得更为准确
的方程通常比要求的高一阶，所以以下的在对变量

的积分方程都取至（ε４）．

２　系统的运动方程

２．１　系统动能
按二维平面状态表示，梁的动能为：

Ｔ１ ＝
１
２∫

Ｈ

０
ρＡ（ｘ２＋ｙ２）ｄｓ （１０）

质量摆的摆质点的运动速度由梁转动和自身

转动的牵连复合组成，其动能为：

　Ｔ２＝
１
２ｍ［（ｘｓ＝Ｌ＋ｌθ

·

ｓｉｎθ）２＋（ｙｓ＝Ｌ－ｌθ
·

ｃｏｓθ）２］

（１１）

式中：（）′表示对曲线坐标ｓ的导数，（）
·

表示对时间

ｔ的导数，并均用于以下各式．

２．２　系统势能
梁的弯曲应变能为：

Ｖ１ ＝
ＥＩ
２∫

Ｈ

０
κ２ｄｓ （１２）

将式（６）代入上式得：

Ｖ１ ＝
ＥＩ
２∫

Ｈ

０

（ｙ＂）２

１－（ｙ′）２
ｄｓ＝

　ＥＩ２∫
Ｈ

０
（ｙ＂）２（１＋ｙ′２）ｄｓ＋（ε５） （１３）

令梁底面的重力势能为零势能位置，则梁的重力势

能为：

Ｖ２ ＝∫
Ｈ

０
（ρＡｇ）ｘｄｓ （１４）

质量摆的重力势能为：

Ｖ３＝ｍｇ（ｘ｜ｓ＝Ｌ－ｌｃｏｓθ） （１５）
２．３　运动方程

分别对方程（１０）～（１５）取变分，并在区间（ｔ０，

ｔ１）上对ｔ积分，同时代入边界条件
ｙ（０，ｔ）＝ａｓｉｎωｔ，
ｙ′（０，ｔ）＝ｙ＂（Ｈ，ｔ）＝ｙ（Ｈ，ｔ）＝０ （１６）
得：

∫
ｔ１

ｔ０
δＴ１ｄｔ＝－∫

ｔ１

ｔ０
∫
Ｈ

０
ρＡ（̈ｘδｘ＋ｙ̈δｙ）ｄｓｄｔ （１７）

∫
ｔ１

ｔ０
δＴ１ｄｔ＝－ｍ·∫

ｔ１

ｔ０
［̈ｘ｜ｓ＝Ｌ＋（ｌθ

¨
ｓｉｎθ＋

　ｌθ
·２ｃｏｓθ）］δ（ｘ｜ｓ＝Ｌ）ｄｔ－ｍ·∫

ｔ１

ｔ０
［̈ｙ｜ｓ＝Ｌ－

　（ｌθ
¨
ｃｏｓθ－ｌθ

·２ｓｉｎθ）］δ（ｙ｜ｓ＝Ｌ）ｄｔ－

　ｍ·∫
ｔ１

ｔ０
［̈ｘ｜ｓ＝Ｌ（ｌｓｉｎθ－ｙ̈｜ｓ＝Ｌ（ｌｃｏｓθ）＋

　ｌ２θ
¨
］δθｄｔ （１８）

∫
ｔ１

ｔ０
δＶ１ｄｔ＝ＥＩ∫

ｔ１

ｔ０
∫
Ｈ

０
［ｙ′（１＋ｙ′２）＋４ｙ′ｙ＂ｙ＋

　ｙ＂３］δｙｄｓｄｔ （１９）

∫
ｔ１

ｔ０
δＶ２ｄｔ＝ρＡｇ∫

ｔ１

ｔ０
∫
Ｈ

０
δｘｄｓｄｔ （２０）

∫
ｔ１

ｔ０
δＶ３ｄｔ＝ｍｇ∫

ｔ１

ｔ０
δ（ｘ｜ｓ＝Ｌ）ｄｔ＋ｍｇｌ∫

ｔ１

ｔ０
ｓｉｎθδθｄｔ

（２１）
将（３）式分别对ｓ和ｔ求导得：

ｘ′＝ １－ｙ′槡
２，

ｘ′＝－ｙ
′ｙ′

ｘ′
＝－ ｙ′ｙ′

１－ｙ′槡
２
＝－ｙ′ｙ′（１＋１２ｙ

′２）＋（ε５）

由上面两式进一步求得：

４６３
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δｘ′＝－ ｙ′δｙ′

１－ｙ′槡
２
＝－ｙ′（１＋１２ｙ

′２）δｙ′＋（ε４）

ｘ̈′＝－ｙ′２（１＋３２ｙ
′２）－̈ｙ′（ｙ′＋１２ｙ

′２）

所以，

δｘ＝∫
ｓ

０
δｘ′ｄｓ＝－ｙ′（１＋１２ｙ

′２）δｙ＋∫
ｓ

０
ｙ＂（１＋

　 ３２ｙ
′２）δｙｄｓ＋（ε４） （２２）

ｘ̈＝∫
ｓ

０
ｘ̈′ｄｓ＝－∫

ｓ

０
［ｙ′２（１＋３２ｙ

′２）＋

　ｙ̈′（ｙ′＋１２ｙ
′２）］ｄｓ （２３）

将方程（１７）至（２３）代入（７）式中，并应用 Ｄｉｒａｃ函
数的性质

ｆ（ｓ）｜ｓ＝Ｌ ＝ｆ（Ｌ）＝∫
Ｈ

０
ｆ（ｓ）Δ（ｓ－Ｌ）ｄｓ［１１］

（为了区别变分符号δ与 Ｄｉｒａｃ函数，将 Ｄｉｒａｃ函数
表示为Δ（ｓ）），以及关系式

　∫
Ｈ

０
ｇ（ｓ）（∫

Ｈ

０
ｆ（ｓ）δｙｄｓ）ｄｓ＝∫

Ｈ

０
（∫
Ｈ

０
ｇ（ｓ）ｄｓ）ｆ（ｓ）δｙｄｓ［５］

整理后得系统运动微分方程［５，６］为：

　ρＡ̈ｙ＋ｍ̈ｙ｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－Ｌ）＋ｍｌ（θ
¨
ｃｏｓθ－

θ
·２ｓｉｎθ）Δ（ｓ－Ｌ）＋ＥＩ（ｙ′＋ｙ′ｙ′２＋４ｙ′ｙ＂ｙ＋

ｙ＂３）＋ρＡｇ［－ｙ′（１＋１２ｙ
′２）＋（Ｈ－ｓ）ｙ＂（１＋

３
２
′２

）］＋ｍ［ｇ＋ｌ（θ
¨
ｓｉｎθ＋θ

·２ｃｏｓθ）］·［－ｙ′（１＋

１
２ｙ

′２）＋（Ｈ－ｓ）ｙ＂（１＋３２ｙ
′２）］｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－

Ｌ）＋ｍ｛［ｙ′－（Ｈ－ｓ）ｙ＂］∫
ｓ

０
（ｙ′２＋

ｙ̈′ｙ′）ｄｓ｝｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－Ｌ）＋ρＡ［ｙ
′－

（Ｈ－ｓ）ｙ＂］∫
ｓ

０
（ｙ′２＋ｙ̈′ｙ′）ｄｓ＝０ （２４）

　ｌθ
¨
－（ｃｏｓθ）̈ｙ｜ｓ＝Ｌ＋ｇｓｉｎθ－（ｓｉｎθ）·｛∫

ｓ

０
［ｙ′２（１＋

３
２ｙ

′２）＋ｙ̈′（ｙ′＋１２ｙ
′３）］ｄｓ｝｜ｓ＝Ｌ ＝０ （２５）

由于边界ｓ＝０处为动位移，故为了能直接运
用一端固支另一端自由的悬臂梁的振型函数，必须

先将边界条件齐次化［８，１１］．
设ｙ（ｓ，ｔ）＝ξ（ｓ，ｔ）＋ａｓｉｎωｔ （２６）

则边界条件（１６）变为：
　ξ（０，ｔ）＝ξ′（０，ｔ）＝ξ＂（Ｈ，ｔ）＝ξ（Ｈ，ｔ）＝０ （２７）

满足条件．
另外，初始条件变为：

　ξ（ｓ，０）＝０，ξ
·

（ｓ，０）＝－ａω，θ（０）＝０，θ
·

（０）＝０
（２８）

将式（２６）代入到方程（２４）和（２５）中，则边界条件
齐次化后的系统运动微分方程为：

ρＡξ¨＋ｍξ¨｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－Ｌ）－ｍｌ（θ
¨ｃｏｓθ－

θ·２ｓｉｎθ）Δ（ｓ－Ｌ）＋ＥＩ（ξ′＋ξ′ξ′２＋４ξ′ξ＂ξ＋

ξ＂３）＋ρＡｇ［－ξ′（１＋１２ξ
′２）＋（Ｈ－ｓ）ξ＂（１＋

３
２
′２

）］＋ｍ［ｇ＋ｌ（θ¨ｓｉｎθ＋θ·２ｃｏｓθ）］·［－ξ′（１＋

１
２ξ

′２）＋（Ｈ－ｓ）ξ＂（１＋３２ξ
′２）］｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－

Ｌ）＋ρＡ［ξ′－（Ｈ－ｓ）ξ＂］∫
ｓ

０
（ξ·′２＋ξ′̈ξ′）ｄｓ＋

ｍ｛［ξ′－（Ｈ－ｓ）ξ＂］∫
ｓ

０
（ξ·′２＋ξ′̈ξ′）ｄｓ｝｜ｓ＝ＬΔ（ｓ－

Ｌ）＝ρＡａω２ｓｉｎωｔ＋ｍΔ（ｓ－Ｌ）ａω２ｓｉｎωｔ（２９）

　ｌθ¨－（ｓｉｎθ）｛∫
ｓ

０
［ξ·′２（１＋３２ξ

′２）＋ξ′̈（ξ′＋

１
２ξ

′３）］ｄｓ｝｜ｓ＝Ｌ－（ｃｏｓθ）ξ
¨｜ｓ＝Ｌ＋ｇｓｉｎθ＝

－（ｃｏｓθ）ａω２ｓｉｎωｔ （３０）
２．４　离散化方程

采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对方程（２９）、（３０）进行离
散化，设其解的形式为

ξ（ｓ，ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
φｉ（ｓ）ｑｉ（ｔ） （３１）

其中：φｉ（ｓ）为满足边界条件（２７）的悬臂梁横向振
动的第ｉ阶模态振型函数，ｑｉ（ｔ）为对应的第 ｉ阶模
态广义坐标，ｉ∈［１，ｎ］．

将式（３１）代入方程（２９）和（３０）中，并在两端
同乘以φｊ（ｓ），且在区间［０，Ｈ］上积分，同时利用悬
臂梁振型函数的正交性可得系统如下的离散化动

力学方程：

（Ｍ０＋Ｍｃｉｊ）̈ｑｉ＋（Ｋ０ｉｊ＋Ｋｃｉｊ）ｑｉ＋Ｒｉｊｑ
３
ｉ＋

　Ｐｉｊｑｊ（ｑ
２
ｉ＋ｑｉ̈ｑｉ）＋ｆ１ｊ（θ

¨
，θ·，ｔ）＝Ｆ１ｊ（ｓ，ｔ）（３２）

θ¨＋ｇｌｓｉｎθ＋ｆ２ｉ（θ，ｑｉ，ｑｉ，̈ｑｉ，ｔ）＝Ｆ２（ｔ） （３３）

式中：Ｍ０＝ρＡ，　Ｍｃｉｊ＝ｍφｉ（Ｌ）φｊ（Ｌ），

Ｋ０ｉｊ＝ＥＩ∫
Ｈ

０
φ＂＂ｉφｊｄｓ

Ｋｃｉｊ＝ρＡｇ［∫
Ｈ

０
（Ｈ－ｓ）φ＂ｉφｊｄｓ－∫

Ｈ

０
φ′ｉφｊｄｓ］＋

５６３
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　ｍ［ｇ＋ｌ（θ¨ｓｉｎθ＋θ·２ｃｏｓθ）］·｛［（Ｈ－
　Ｌ）φ＂ｉ（Ｌ）－φ

′
ｉφｊ（Ｌ）］φｊ（Ｌ）｝，

Ｒｉｊ＝ＥＩ∫
Ｈ

０
（φ′ｉφ

′２
ｉφｊ＋４φ

′
ｉφ
＂
ｉφｉφｊ＋φ

＂３
ｉφｊ）ｄｓ＋

　ρＡｇ［∫
Ｈ

０
（Ｈ－ｓ）３２φ

＂
ｉφ
′２
ｉφｊｄｓ－∫

Ｈ

０

１
２φ

′３
ｉφｊｄｓ］＋

　ｍ［ｇ＋ｌ（θ¨ｓｉｎθ＋θ·２ｃｏｓθ）］·［（Ｈ－Ｌ）×

　 ３２φ
＂
ｉ（Ｌ）φ

′２
ｉ（Ｌ）φｊ（Ｌ）－

１
２φ

′３
ｉ（Ｌ）φｊ（Ｌ）］，

Ｐｉｊ＝ρＡ｛∫
Ｈ

０
［φ′ｉ－（Ｈ－ｓ）φ

＂
ｉ］（∫

ｓ

０
φ′２ｉｄｓ）φｊｄｓ｝＋

　ｍφｊ（Ｌ）（∫
Ｌ

０
φ′２ｉｄｓ）［φ

′
ｉ（Ｌ）－（Ｈ－Ｌ）φ

＂
ｉ（Ｌ）］，

ｆ１ｊ（θ
¨
，θ·，ｔ）＝－ｍｌ（θ¨ｃｏｓθ－θ·２ｓｉｎθ）φｊ（Ｌ）

ｆ２ｉ（θ，ｑｉ，ｑｉ，̈ｑｉ，ｔ）＝－
ｃｏｓθ
ｌｑ̈ｉ－（

ｓｉｎθ
ｌ）×

　［（∫
Ｌ

０
φ′２ｉｄｓ）（ｑ

２
ｉ＋ｑ̈ｉｑｉ）＋（∫

Ｌ

０

１
２φ

′４
ｉｄｓ）×

　（３ｑ２ｉｑ
２
ｉ＋ｑ̈ｉｑ

３
ｉ）］，

Ｆ１ｊ（ｓ，ｔ）＝［ρＡ∫
Ｈ

０
φｊｄｓ＋ｍφｊ（Ｌ）］ａω

２ｓｉｎωｔ，

Ｆ２（ｔ）＝－
ｃｏｓθ
ｌａω

２ｓｉｎωｔ．

３　仿真算例

选取文献［３］（实验）中的悬臂梁结构，梁的几
何尺寸 Ｈ＝９５６ｍｍ，ρ＝２．８５ｇ／ｃｍ３，Ａ＝２５ｍｍ×
３ｍｍ＝７５ｍｍ２，Ｅ＝７２ＧＰａ，质量摆摆长为 ｌ＝
３５ｍｍ，并取Ｌ＝Ｈ，ω为悬臂梁结构基频，系数 ａ＝
０．５３６ｍｍ，截取一阶模态（ｉ＝ｊ＝１），代入悬臂梁的
振型函数以及方程（３２）和（３３）中，经计算并整理
得到如下方程：

　ｑ̈１＋２４３．６９ｑ１＋９２３．６８ｑ
３
１＋６．２ｑ１（ｑ

２
１＋̈ｑ１ｑ１）－

（０．００３７３ｑ１＋０．０１６２４ｑ
３
１）（θ

¨ｓｉｎθ＋θ·２ｃｏｓθ）－

０．００１２６（θ¨ｃｏｓθ＋θ·２ｓｉｎθ）＝
０．７４５１ａω２ｓｉｎ（１６．７４６ｔ） （３４）

　θ¨－５８．４４３（ｃｏｓθ）̈ｑ１＋２８０ｓｉｎθ－（ｓｉｎθ）×

（１４５．２９９ｑ２１＋１９８０．３０９ｑ
２
１ｑ
２
１＋１４５．２９９ｑ１ｑ１＋

６６０．１０３ｑ１ｑ
３
１）＝－２８．５７１ａω

２ｓｉｎ（１６．７４６ｔ）（３５）
无质量摆时悬臂梁的运动方程为：

　ｑ̈１＋２６４．３２ｑ１＋１００２．４７ｑ
３
１＋６．６６ｑ１（ｑ

２
１＋̈ｑ１ｑ１）＝

０．７６５６ａω２ｓｉｎ（１６．７４６ｔ） （３６）
动力学仿真结果如图２所示．

图２　悬臂梁顶点加速度变化曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ’ｓｖｅｒｔｅｘ

可见，和文献［３］中的结果相同，当结构加上
质量摆后悬臂梁的振动明显减小了，且有无质量摆

时的梁的加速度值的数量级与文献［３］中的数量
级相同．而且由方程（３４）和（３５）得到的悬臂梁、质
量摆频率均约为ω＝１６．７４６ｒａｄ／ｓ，和动位移频率一
致，即系统发生共振，由此证明了基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理建立的考虑刚弹耦合作用质量摆减振结构的动

力学模型的有效性．

４　结论

利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理推导出了高层建筑质量摆
减振结构在受到弯曲振动作用下的模型，该模型考

虑了刚弹耦合作用，是一个非线性的动力学方程，

又运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，将系统在弹性梁轴向不可伸
长的几何约束条件下的模型离散化，得到了一个有

限维动力学模型．基于实验基础上的算例验证了该
模型的有效性．

同时，模型中将质量的位置设为梁上的任意

处，相对ＭＤＯＦ模型更具有一般性．
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