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具有损伤扁球面网壳非线性稳定性

栗蕾　黄义
（西安建筑科技大学 土木工程学院，西安　７１００５５）

摘要　基于Ｌｅｍａｔｉｒｅ等效应变损伤原理，计及扁球面网壳各个杆件的损伤影响，根据薄壳非线性动力学理论

推导出含有损伤扁球面网壳非线性动力学方程和协调方程，在固定夹紧边界条件下，用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到一

个含二次和三次非线性振动微分方程，并对具有损伤扁球面网壳的非线性自由振动方程求解．用Ｆｌｏｑｕｅｔ指

数法研究系统分叉问题给出了平衡点的状态．并通过数字仿真绘出了不同损伤状态下系统的分叉图和平衡

点的相对位置图，发现损伤对系统的平衡点的状态影响较大．

关键词　损伤，　分叉，　扁球面网壳，　非线性

引言

网壳结构是近些年来在建筑工程中应用极为

广泛的工程结构形式，特别是在大型空间与公共建

筑结构中可以说非他莫属了，尤其是网壳结构应用

在大空间、大跨度结构中更是屡见不鲜．
众说周知，网壳结构通常属于薄壁轻钢结构，

它们的变形大都属于大变形范围．在相当的跨度和
载荷条件下，网壳结构的刚度较小于其它网格结构

并在加载过程中刚度还会削弱，研究表明，在某些

情况下倘若不考虑结构的非线性将会导致难以接

受的误差，尤其在网壳的稳定性方面，因此用几何

非线性分析网壳结构比较合理．近些年其非线性方
面得到一定的研究［１－５］．文献［６，７，８］研究了网格
结构分岔与混沌问题．文献［９］初次提出了初始缺
陷对扁球面网壳稳定性的影响．特别是由于网壳在
制作杆件材料不可避免的都带有一定的损伤，因此

对于带损伤的网壳的非线性分析的研究实属必要，

笔者注意到关于这方面的研究尚不多见．作者正是
在这方面做了一些尝试．首先基于 Ｌｅｍａｔｉｒｅ等效应
变损伤原理，计及扁球面网壳各个杆件的损伤影

响，根据薄壳非线性动力学理论推导出含有损伤扁

球面网壳非线性动力学方程和协调方程，在固定夹

紧边界条件下，用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到一个含二次和
三次非线性微分方程，并对具有损伤扁球面网壳的

非线性自由振动方程求解．用 Ｆｌｏｑｕｅｔ指数法研究

系统分叉问题给出了平衡点的状态．最后发现损伤
对系统的平衡点的状态影响较大．

１　具有损伤扁球面网壳的非线性动力学控
制方程的建立

１．１　具有损伤扁球面网壳的本构方程
首先利用拟板法建立具有损伤壳体的本构方

程如下：
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由（１）式可以得到：

｛ε｝＝（ １１－ω
）×
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其中：Ｅ为弹性模量，ａ为弦杆长度，ω为损伤变量

ω＝
Ｓｄ
Ｓ，当ω＝１时，杆件完全损伤；当 ω＝０时，杆

件没有损伤Ｓ１，Ｓ２是上下弦杆的截面积，Ｉ＝
Ｓ１Ｓ２
Ｓ１＋Ｓ１

ｈ２，

ｈ＝ｈ１＋ｈ２，ｈ１，ｈ２板的上下表层到板中面的距离．
１．２　具有损伤扁球面网壳混合边值问题方程的推导

对于半径为Ｒ，矢高为ｆ的扁球面网壳，可以把

它看作具有初始挠度为 ｗｃ＝ｆ（
ｒ２

Ｒ２
－１）的圆板，且

ｄｗｃ
ｄｒ＝

２ｒ
Ｒ２
ｆ则得到具有损伤扁球面网壳的平衡方程

和协调方程为：
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引入无量纲量如下：
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其中Ｉ＝β４则方程（４）和（５）可简化为：
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在具有损伤扁球面网壳的弯曲方程（６）右端

加上无量钢化后的惯性项Ω２＝８ａＲ
４

８ＥＩ和阻尼项 ｃ１＝

８ａＲ４
９ＥＩｃ（ｃ为阻尼系数），其中设振动固有频率为 珟ω，

珟ω＝２πＴ，Ｔ＝ｔ２－ｔ１＝
２π
珟ω
为一个周期，取 τ＝珟ωｔ就得

到了具有损伤扁球面网壳的非线性动力学方程：
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选取固定夹紧边界条件：

当ρ＝１时，Ｗ＝Ｗρ
＝０，
ρ
（Ｎ）－Ｎ／３＝０（１０）

当ρ＝０时，Ｗ，Ｗρ
，Ｎ有限 （１１）

初始条件为：ｔ＝０，Ｗ＝Ｗ０，
Ｗ
ｔ
＝０

选取 Ｗ＝ｆ（ｔ）（１－ρ２）２ （１２）
由方程（９）、（１０）和（１１）可以解得：
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方程（８）的能量变分方程为：
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把（１２）和（１３）式代入方程（１４）用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
得：
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由于δｆ（ｔ）的任意性可以得到：
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为了简化公式我们令
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那么方程（１６）可简化为：
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取τ＝珟ωｔ，ｆ（ｔ）＝珟ω
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′
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式化为：

ｄ２η（τ）
ｄτ２

＋α′ｄη（τ）ｄτ
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３（τ）＝ｇ′ｃｏｓ（珟ω′τ） （１９）

方程（１９）的等价方程可写为：

η′１（τ）＝η２（τ）
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当ε＝０时，方程（２０）是一未扰动的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统，其Ｈａｍｉｌｔｏｎ量为：

　Ｈ（η１（τ），η２（τ））＝
（η′１（τ））

２

２ ＋
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２

２ ×
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３

３（１－ω）
＋
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４

４（１－ω）
＝Ｈ （２１）

对于不同的Ｈ值，系统将有不同的力学行为．

２　用Ｆｌｏｑｕｅｔ指数法研究系统分叉问题

若无外激励作用时则方程（２０）变为：
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给出方程（２２）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵：

ｆ１
η１

ｆ１
η２

ｆ２
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ｆ２
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


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（２３）
当损伤变量 ω＝０时，系统处于理想无损状态，则
式子（２３）可变为：

ｆ１
η１

ｆ１
η２

ｆ２
η１

ｆ２
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
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＝
０ １

－１＋２β′η１－３η
２
１ －α( )′ （２４）

令
ｆ１（η１，η２）＝０

ｆ２（η１，η２）{ ＝０
，当 β′≥２时系统存在三个平衡

点（０，０），和 β′± （β′）２－４（１－ω槡 ）

２ ，{ }０
讨论系统在平衡点的稳定情况

１）在平衡点（０，０）处的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵为：
０ １

１ α( )′求
得其特征根为：λ１，２＝

－α′± （α′）２槡 －４
２

当０＜α′＜２时，特征根 λ为两个不相等的复
数，在复平面上有稳定的焦点．如图１和图２

图１　相图 （ω＝０．２，α′＝１，β′＝２）

Ｆｉｇ．１　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．２，α′＝１，β′＝２）

图２　相图 （ω＝０．５，α′＝１，β′＝２）

Ｆｉｇ．２　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．５，α′＝１，β′＝２）

当α′＝２时，特征根 λ为两个相等的负数，平
衡点为临界结点．如图３和图４

６３３
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图３　相图 （ω＝０．２，α′＝２，β′＝２）

Ｆｉｇ．３　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．２，α′＝２，β′＝２）

图４　相图 （ω＝０．５，α′＝２，β′＝２）

Ｆｉｇ．４　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．５，α′＝２，β′＝２）

当α′＞２时，特征根 λ为两个不相等的负数，
平衡点为稳定结点．如图 ５和图 ６

图５　相图 （ω＝０．２，α′＝３，β′＝２）

Ｆｉｇ．５　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．２，α′＝３，β′＝２）

图６　相图 （ω＝０．５，α′＝３，β′＝２）

Ｆｉｇ．６　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．５，α′＝３，β′＝２）

当α′＝０时，特征根 λ为纯虚数，解的曲线为
极限环，发生Ｈｏｐｆ分叉．如图７和图８

从图 １到图 ８分别给出了不同损伤值情况下
的分叉图，从图中很明显看出损伤对系统平衡点稳

定状态的影响，因此工程实际中不能忽视损伤的存

在，应给予重视．
２）在平衡点处与平衡点处非常相似，这里不再

一一鳌述．

图７　相图 （ω＝０．２，α′＝０，β′＝２）

Ｆｉｇ．７　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．２，α′＝０，β′＝２）

图８　相图 （ω＝０．５，α′＝０，β′＝２）

Ｆｉｇ．８　ｐｈａｓｅｐｌａｎｅ（ω＝０．５，α′＝０，β′＝２）

由平衡点我们可以很清楚地看到损伤对系统

平衡点的影响是应给予重视的．我们通过绘出平衡
点与损伤之间的关系曲线来进一步说明这一问题．

图９　平衡点的相对位置

Ｆｉｇ．９　ｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔ

由图 ９可以看出损伤对平衡点相对位置的影
响，损伤使平衡点远离无损伤理想状态平衡点（β′

＋ β′２槡 －４／２，０）和（β′＋ β′２槡 －４／２，０）．

３　结论

通过对具有损伤扁球面网壳分叉问题的分析，

可以看出损伤对平衡点相对位置的影响，损伤使平

衡点远离无损伤理想状态平衡点（β′＋ β′２槡 －４／２，

０）和（β′＋ β′２槡 －４／２，０），而且随着损伤变量的不
断增加其对平衡点的影响越来越明显．然而其对平
衡点（０，０）点相对位置没有影响．由此可见损伤对
结构稳定性的影响是不容忽视的，为今后的工程实

际应用问题提供了一定的理论依据．

７３３
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