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基于间歇控制的不确定主从 Ｌｕｒ’ｅ系统的指数同步
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摘要　研究了不确定主从Ｌｕｒ’ｅ系统的间歇控制同步问题．运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和 Ｓ过程，首先推导

出保证标称主从Ｌｕｒ’ｅ系统指数同步的一个充分条件．在此基础上进一步得到了具有范数有界不确定性主

从Ｌｕｒ’ｅ系统鲁棒指数同步的结果．这些同步判据以矩阵不等式的形式给出．另外我们还提出了一种最小化

性能指标的优化策略．最后，通过两个数值例子验证了结果的有效性．

关键词　指数同步，　间歇控制，　参数不确定性，　矩阵不等式

引言

在过去的几十年中，由于混沌同步［１］在保密通

信［２］中的应用，它已经成为人们关注的热点之

一［３］．最近，对于主从 Ｌｕｒ’ｅ系统同步问题的研究
也引起了人们广泛的关注．Ｗｕ［４］等人给出了动态
系统同步和控制的统一框架．运用绝对稳定性理
论，Ｃｕｒｒａｎ［５］等得到了通过静态线性反馈使得主从
Ｌｕｒ’ｅ系统同步的条件．Ｃｈｅｎ［６］等对各种不同的同
步方法做了概述．

众所周知，间歇控制是一种简单易行的工程方

法，已经被广泛应用于制造业、交通运输业、空气质

量控制和通信等领域．与连续控制方法相比，间歇
控制的效率更高．Ｚｏｃｈｏｗｓｋｉ［７］研究了主从系统间
歇耦合条件下的混沌同步．Ｌｉ［８］等人运用间歇控
制，处理了常微分方程描述的非线性系统的镇定问

题．Ｘｉａ［９］等人研究了基于间歇控制的时滞复杂网
络的牵制同步问题．

然而到目前为止，尚没有关于不确定主从

Ｌｕｒ’ｅ系统的间歇指数同步问题的相关报道．很显
然，这个问题的解决不仅具有重要的理论价值，同

时对于工程实际有很强的现实意义．受上述思路的
启发，本文研究如何通过设计间歇反馈控制器以实

现主从Ｌｕｒ’ｅ系统的指数同步问题．首先我们考虑
了无不确定性的标称主从 Ｌｕｒ’ｅ系统的指数同步
问题，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和 Ｓ过程，给出了

使得误差系统指数稳定的充分条件以及这个条件

的一个简化形式．接着进一步讨论了系统具有范数
有界不确定性情况下的主从 Ｌｕｒ’ｅ系统的鲁棒同
步问题．所得到的同步判据是以矩阵不等式的形式
给出，因此便于计算机求解．另外，我们还在上述工
作的基础上研究了控制周期、控制宽度已知条件下

如何设计次优控制器以优化性能指标的控制策略

问题．最后，列举了两个例子以表明本文方法的有
效性．

１　问题描述

考虑如下不确定 Ｌｕｒ’ｅ系统的主从同步间歇
控制：

Ｍｕ：ｘ（ｔ）＝（Ａ＋ΔＡ（ｔ））ｘ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ（ｔ））σ（Ｃｘ（ｔ））
Ｓｕ：ｙ（ｔ）＝（Ａ＋ΔＡ（ｔ））ｙ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ（ｔ））σ（Ｃｙ（ｔ））＋ｕ（ｔ）

Ｃｕ：ｕ（ｔ）＝
－Ｋ（ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）），　ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
　　　　０，　　　ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）{ Ｔ

（１）

其中Ｍｕ，Ｓｕ和 Ｃｕ分别代表不确定情况下的主系

统、从系统和间歇控制器．ｘ（ｔ），ｙ（ｔ）∈Ｒｎ分别是
主从 Ｌｕｒ’ｅ系统的状态变量，参数不确定项 ΔＡ
（ｔ），ΔＢ（ｔ），具有如下形式：

ΔＡ（ｔ）＝Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１，　ΔＢ（ｔ）＝Ｄ２Ｆ２（ｔ）Ｅ２ （２）
Ｄ１，Ｄ２，Ｅ１，Ｅ２是已知的具有适当维数的实常数矩
阵．不确定矩阵Ｆ１（ｔ）和Ｆ２（ｔ）满足：

‖Ｆ１（ｔ）‖≤１，　‖Ｆ２（ｔ）‖≤１ （３）

非线性函数σ（·）是Ｒｎｈ｜→Ｒｎｈ上的映射，满足扇区
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条件［０，δ］，即对于任意给定的ξ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…ｎｈ，

σｉ（ξ）（σｉ（ξ）－δξ）≤０．ｕ（ｔ）∈Ｒ
ｎ是控制信号，Ｋ∈

Ｒｎ×ｎ是控制增益矩阵，Ｔ是控制周期，τ是控制宽
度．总体说来，我们的目标是设计合适的Ｔ，τ和Ｋ，
使得对于所有允许的不确定性，当ｔ→∞时，‖ｘ（ｔ）
－ｙ（ｔ）‖→０．定义误差信号ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ），初
始值ｅ０＝ｘ（ｔ０）－ｙ（ｔ０），则可以得到如下误差系
统：

ｅ（ｔ）＝

（Ａ＋ΔＡ（ｔ）＋Ｋ）ｅ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ（ｔ））×
　η（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））　ｉｆ　ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
（Ａ＋ΔＡ（ｔ））ｅ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ（ｔ））×η（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））
　　ｉｆ　ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）










Ｔ

（４）
其中，η（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））＝σ（Ｃｅ（ｔ）＋Ｃｙ（ｔ））－σ（Ｃｙ（ｔ））．

为了证明主从系统的指数同步，我们需要用到

下面的假设和引理．
假设　１：非线性函数η（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））属于扇区［０，

δ］，即

０≤
ηｉ（ｃｉｅ，ｙ）
ｃｉｅ

＝
σｉ（ｃｉｅ＋ｃｉｙ）－σｉ（ｃｉｙ）

ｃｉｅ
≤δ

（ｃｉｅ≠０）（５）
其中，ｃｉ代表矩阵Ｃ的第ｉ行，则可以很容易证明

ηｉ（ｃｉｅ，ｙ）（ηｉ（ｃｉｅ，ｙ）－δｃｉｅ）≤０
（ｉ＝１，２，…，ｎｈ）

引理　１：给定具有适当维数的矩阵Σ１，Σ２，Σ３和常

量ε＞０，使得０＜Σ３＝Σ
Ｔ
３，则下列不等式成立：

ΣＴ１Σ２＋Σ
Ｔ
２Σ１≤εΣ

Ｔ
１Σ３Σ１＋ε

－１ΣＴ２Σ
－１
３ Σ２

２　标称Ｌｕｒ’ｅ系统的主从同步

本小节首先考虑不带参数不确定性的 Ｌｕｒ’ｅ
系统的间歇控制主从同步问题，相应的标称系统模

型为：

Ｍ：ｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂσ（Ｃｘ（ｔ））
Ｓ：ｙ（ｔ）＝Ａｙ（ｔ）＋Ｂσ（Ｃｙ（ｔ））＋ｕ（ｔ）

Ｃ：ｕ（ｔ）＝
－Ｋ（ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）），　ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
　　　０，　　ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）{ Ｔ

（６）

Ｍ，Ｓ和 Ｃ表示标称情况下的主系统、从系统和间
歇状态反馈控制器．定义误差信号 ｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｙ
（ｔ），可得到误差系统为：

ｅ（ｔ）＝
（Ａ＋Ｋ）ｅ（ｔ）＋Ｂη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））　ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
Ａｅ（ｔ）＋Ｂη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））　ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）{ Ｔ

（７）

定理　１：令假设１成立，如果存在矩阵 Ｐ＞０，Λ＞
ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…λｎｈ｝和常数 ｇ１＞０，ｇ２＞０满足以下
三个条件：

　
ＰＡ＋ＰＫ＋ＡＴＰ＋ＫＴＰ＋ｇ１Ｐ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ＋δΛＣ －２[ ]Λ
≤０ （８）

　
ＰＡ＋ＡＴＰ－ｇ２Ｐ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ＋δΛＣ －２[ ]Λ
≤０ （９）

　τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２＞０ （１０）
则系统（６）是指数同步的，并且有

‖ｅ（ｔ）‖≤
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－τ）｝

其中，指数收敛率γ＝［τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２］／２Ｔ．
证明：定义如下李亚普诺夫函数：

Ｖ（ｅ（ｔ））＝ｅＴ（ｔ）Ｐｅ（ｔ） （１１）
由上式可以看出

λｍ（Ｐ）‖ｅ（ｔ）‖
２≤Ｖ（ｅ（ｔ））≤λＭ（Ｐ）‖ｅ（ｔ）‖

２

（１２）
λｍ（Ｍ）（Ｐ）表示Ｐ的最小（最大）特征值．

当ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ时，运用Ｓ－过程，（１１）沿着
系统（７）的轨迹关于时间的导数为：
Ｖ·（ｅ（ｔ））＝２ｅＴＰｅ＝２ｅＴＰ（Ａ＋Ｋ）ｅ＋２ｅＴＰＢη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））≤
　ｅＴ（ＰＡ＋ＰＫ＋ＡＴＰ＋ＫＴＰ）ｅ＋２ｅＴＰＢη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））－

　２∑
ｎｈ

ｉ＝１
λｉηｉ（ｃｉｅ，ｙ）［ηｉ（ｃｉｅ，ｙ）－δｃｉｅ］＝ｅ

Ｔ（ＰＡ＋ＰＫ＋ＡＴＰ＋

　ＫＴＰ＋ｇ１Ｐ）ｅ＋ｅ
Ｔ（ＰＢ＋δＣＴΛ）η＋ηＴ（ＢＴＰ＋δΛＣ）ｅ－

　２ηＴΛη－ｇ１ｅ
ＴＰｅ＝

ｅ[ ]η
Ｔ Ψ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ＋δΛＣ －２[ ]Λ

ｅ[ ]η－
　ｇ１ｅ

ＴＰｅ
其中，η＝η（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））

Ψ＝ＰＡ＋ＰＫ＋ＡＴＰ＋ＫＴＰ＋ｇ１Ｐ
则由条件（８）可知

Ｖ·（ｅ（ｔ））－ｇ１Ｖ（ｅ（ｔ）），ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
于是当ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ时，可以得到

Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（ｎＴ））ｅｘｐ（－ｇ１（ｔ－ｎＴ））（１３）
同理，当ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ时有
　Ｖ·（ｅ（ｔ））＝２ｅＴＰｅ＝２ｅＴＰＡｅ＋２ｅＴＰＢη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））≤

ｅＴ（ＰＡ＋ＡＴＰ）ｅ＋２ｅＴＰＢη（Ｃｅ（ｔ），ｙ（ｔ））－

２∑
ｎｈ

ｉ＝１
λｉηｉ（ｃｉｅ，ｙ）［ηｉ（ｃｉｅ，ｙ）－δｃｉｅ］＝

ｅ[ ]η
Ｔ Ψ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ＋δΛＣ －２[ ]Λ

ｅ[ ]η －ｇ２ｅＴＰｅ
因此，当ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）Ｔ时，我们由条件（９）

９２３
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可以得到：

Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（ｎＴ＋τ））ｅｘｐ（ｇ２（ｔ－ｎＴ－τ））

（１４）
根据（１３）和（１４）进行分析，有：
１）当０≤ｔ＜τ时，
Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｇ１ｔ），
Ｖ（ｅ（τ））≤Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｇ１τ）
２）当τ≤ｔ＜Ｔ时，

　Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（τ））ｅｘｐ（ｇ２（ｔ－τ））≤
Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｇ１τ＋ｇ２（ｔ－τ）），Ｖ（ｅ（Ｔ））≤
Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｇ１τ＋ｇ２（Ｔ－τ））
３）当Ｔ≤ｔ＜Ｔ＋τ时，

　Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（Ｔ））ｅｘｐ（－ｇ１（ｔ－Ｔ））≤
Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｇ１τ－ｇ１（ｔ－Ｔ）＋ｇ２（Ｔ－τ））
４）当Ｔ＋τ≤ｔ＜２Ｔ时，

　 Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（Ｔ＋τ））ｅｘｐ（ｇ２（ｔ－Ｔ－τ））≤
Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－２ｇ１τ＋２ｇ２（Ｔ－τ））
重复以上的推导，于是有：

５）当ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ，即ｔ－τ／Ｔ＜ｎ≤ｔ／Ｔ时，
　Ｖ（ｅ（ｔ））≤Ｖ（ｅ（ｎＴ））ｅｘｐ（－ｇ１（ｔ－ｎＴ））≤

Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｎｇ１τ＋ｎｇ２（Ｔ－τ））ｅｘｐ（－ｇ１（ｔ－
ｎＴ））≤Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－ｎｇ１τ＋ｎｇ２（Ｔ－τ））≤

Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－
τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２

Ｔ （ｔ－τ）） （１５）

６）当ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）Ｔ，即ｔ／Ｔ＜ｎ＋１≤ｔ＋
Ｔ－τ／Ｔ时，
　 Ｖｅ（ｔ）≤Ｖ（ｅ（ｎＴ＋τ））ｅｘｐ（ｇ２（ｔ－ｎＴ－τ））≤

Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－（ｎ＋１）ｇ１τ＋（ｎ＋１）ｇ２（Ｔ－

τ））≤Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－
τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２

Ｔ ｔ）≤

Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－
τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２

Ｔ （ｔ－τ）） （１６）

由（１５）和（１６）可知，对于任意的ｔ＞０，下式成立：
Ｖ（ｅ（ｔ））≤

　Ｖ（ｅ０）ｅｘｐ（－
τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２

Ｔ （ｔ－τ）） （１７）

利用（１２）对（１７）进行简单计算可以得到

‖ｅ（ｔ）‖≤
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－τ）｝

证毕．
注１：当τ→Ｔ时，间歇反馈将退化为一般的连

续状态反馈，在这种情况下，条件（８）则变为系统

（６）的同步判据（条件（９）和（１０）是多余的），相应
的控制律为：

ｕ（ｔ）＝－Ｋ（ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）），　ｔ＞０
下面，我们考虑一类特殊的控制律：

ｕ（ｔ）＝
－ｋ（ｘ（ｔ）－ｙ（ｔ）），ｎＴ≤ｔ＜ｎＴ＋τ
　　　０，　　ｎＴ＋τ≤ｔ＜（ｎ＋１）{ Ｔ

（１８）
ｋ∈Ｒ，记ｇ２ 是ｇ２的最小值，使得下式成立：

ＰＡ＋ＡＴＰ －ｇ２Ｐ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ ＋δΛＣ －２Λ[ ]
≤０

（１９）
其中，Ｐ ＞０，Λ ＞０是当ｇ２＝ｇ２ 时定理１中（９）
的可行解，（１９）等价于下式：

　
ＰＡ＋ＡＴＰ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ ＋δΛＣ －２Λ[ ]
≤
ｇ２Ｐ ０[ ]０ ０

用ｇ２≥ｇ２ 代替（９），并且令Ｐ＝Ｐ，Λ＝Λ，由（８）
可得：

　
ＰＡ＋ＡＴＰ ＋２ｋＰ ＋ｇ１Ｐ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ ＋δΛＣ －２Λ[ ]
＝

ＰＡ＋ＡＴＰ ＰＢ＋δＣＴΛ

ＢＴＰ ＋δΛＣ －２Λ[ ]
＋

（２ｋ＋ｇ１）Ｐ ０[ ]０ ０
≤
（２ｋ＋ｇ１＋ｇ２）Ｐ ０[ ]０ ０

于是我们可以得到以下推论：

推论　１：设ｇ２ 是使定理１中（９）成立的ｇ２的最小
值，如果存在常数使得下列式子成立：

１）　２ｋ＋ｇ１＋ｇ２≤０

２）　ｇ２≥ｇ２
３）　τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２＞０

则系统（６）是指数同步的，同时，

‖ｅ（ｔ）‖≤
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－τ）｝

其中，γ＝［τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２］／２Ｔ．

３　参数不确定Ｌｕｒ’ｓ系统的主从同步

在这一部分，我们研究带范数有界不确定

Ｌｕｒ’ｅ系统的间歇控制主从同步问题．基于上一节
得到的结论，我们可以很容易推导出系统（１）的鲁
棒同步判据．
定理　２：令假设１成立，如果存在矩阵Ｐ＝ＰＴ＞０，
Λ＝ｄｉａｇ｛λ１，λ２，…λｎｈ｝＞０，正的常数 ｇ１，ｇ２，α和

０３３
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β，使得下列式子成立：

Π１ ＰＢ＋δＣＴΛ ＰＤ１ ＰＤ２
ＢＴＰ＋δΛＣ －２Λ＋βＥＴ２Ｅ２ ０ ０

ＤＴ１Ｐ ０ －αＩ ０

ＤＴ２Ｐ ０ ０ －β













Ｉ

≤０

（２０）

Π２ ＰＢ＋ｋＣＴΛ ＰＤ１ ＰＤ２
ＢＴＰ＋δΛＣ －２Λ＋βＥＴ２Ｅ２ ０ ０

ＤＴ１Ｐ ０ －αＩ ０

ＤＴ２Ｐ ０ ０ －β













Ｉ

≤０

（２１）

τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２＞０ （２２）
则系统（４）是鲁棒指数稳定的，并且

‖ｅ（ｔ）‖≤
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－τ）｝

其中，Π１＝ＰＡ＋ＰＫ＋Ａ
ＴＰ＋ＫＴＰ＋αＥＴ１Ｅ１＋ｇ１Ｐ

Π２＝ＰＡ＋Ａ
ＴＰ＋αＥＴ１Ｅ１－ｇ２Ｐ．

γ＝［τｇ１－（Ｔ－τ）ｇ２］／２Ｔ
证明：用 Ａ＋Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１和 Ｂ＋Ｄ２Ｆ２（ｔ）Ｅ２分别代
替定理１中的Ａ和Ｂ，则有：

ｅ[ ]η
Ｔ Σ１１ Σ１２

ΣＴ１２ －２[ ]Λ ｅ[ ]η≤０ （２３）

ｅ[ ]η
Ｔ Ω Σ１２

ΣＴ１２ －２[ ]Λ ｅ[ ]η≤０ （２４）

其中

Σ１１＝Ｐ（Ａ＋Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１）＋ＰＫ＋（Ａ＋

　Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１）
ＴＰ＋ＫＴＰ＋ｇ１Ｐ

Σ１２＝Ｐ（Ｂ＋Ｄ２Ｆ２（ｔ）Ｅ２）＋δＣ
ＴΛ

Ω＝Ｐ（Ａ＋Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１）＋（Ａ＋Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１）
ＴＰ－ｇ２Ｐ

令ｚ＝Ｆ１（ｔ）Ｅ１ｅ，ｖ＝Ｆ２（ｔ）Ｅ２η，通过一些简单计算，
可知（２３）等价于下式：

ｅ

η











ｚ
ｖ

Ｔ Θ ＰＢ＋δＣＴΛ ＰＤ１ ＰＤ２
ＢＴＰ＋δΛＣ －２Λ ０ ０
Ｄ１Ｐ ０ ０ ０

Ｄ２Ｐ













０ ０ ０

ｅ

η











ｚ
ｖ

≤０

（２５）
其中Θ＝ＰＡ＋ＰＫ＋ＡＴＰ＋ＫＴＰ＋ｇ１Ｐ
由于Ｆ１（ｔ）和Ｆ２（ｔ）满足（５），则可以得到

αｚＴｚ≤αｅＴＥＴ１Ｅ１ｅ，βｖ
Ｔｖ≤βηＴＥＴ２Ｅ２η

从而可以很容易验证（２０）可以保证（２５）成立．同
理可知，定理２中的（２１）是成立的，对于ｔ＞０

‖ｅ（ｔ）‖≤
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－τ）｝

因此，由定理２可知，主从系统（１）对于所有允许
的不确定性都能达到同步，此时误差系统（４）有唯
一全局渐近稳定平衡点ｅ＝０．证毕．

显然，推论 １在参数不确定情况下也是成立
的，此时相应的控制律是（１８），具体的证明过程这
里不再赘述．

４　基于性能指标优化的控制器设计

我们注意到间歇控制器中包含三个需要确定

的参数．在这一部分，主要讨论如何确定这些参数
使得给定的成本函数在前面推导出的同步条件下

是最小的．考虑以下形式的成本函数：

Ｊ＝∫
＋∞

０
‖ｕ（ｔ）‖ｄｔ （２６）

我们进行最优控制器设计的目的可归结为：系统

（１）是指数同步的且ｍｉｎＪ＝∫
＋∞

０
‖ｕ（ｔ）‖ｄｔ（２７）

由于非线性的存在和间歇控制的作用，目前几

乎没有恰当的方法来求解最优问题（２７）．我们在
已得到的同步条件的基础上，可以把上述问题转化

为一类次优问题求解．为此我们进行如下处理：

　Ｊ＝∫
＋∞

０
‖ｕ（ｔ）‖ｄｔ＝∑

＋∞

ｎ＝０
∫
ｎＴ＋τ

ｎＴ
‖Ｋｅ（ｔ）‖ｄｔ≤

‖Ｋ‖∑
＋∞

ｎ＝０
∫
ｎＴ＋τ

ｎＴ

λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

‖ｅ０‖ｅｘｐ｛－γ（ｔ－

τ）｝ｄｔ＝‖Ｋ‖‖ｅ０‖
λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

ｅｘｐ（γτ）－１
γ

∑
＋∞

ｎ＝０
ｅｘｐ（－γｎＴ）ｄｔ＝‖Ｋ‖‖ｅ０‖

λＭ（Ｐ）
λｍ（Ｐ槡 ）

ｅｘｐ（γτ）－１
γ（１－ｅｘｐ（－γＴ））

令Ｊ１＝‖Ｋ‖
ｅｘｐ（γτ）－１

γ（１－ｅｘｐ（－γＴ））
，则次最优问题可

表述为：ｍｉｎＪ１＝‖Ｋ‖
ｅｘｐ（γτ）－１

γ（１－ｅｘｐ（－γＴ））
，且定理１

或２成立．
在控制律为（１８）式的情况下，可以得到一个

简化的次优问题：

ｍｉｎＪ２＝‖ｋ‖
ｅｘｐ（γτ）－１

γ（１－ｅｘｐ（－γＴ））
，且推论１成立．

１３３
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５　数值仿真

例１：考虑如下Ｃｈｕａ电路：
ｘ１＝ａ（ｘ２－ｈ（ｘ１））

ｘ２＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３
ｘ３＝－ｂｘ

{
２

其中，参数ａ＝９，ｂ＝１４．２８，ｃ＝１，ｍ０＝－（１／７），ｍ１
＝２／７，非线性项为：
ｈ（ｘ１）＝ｍ１ｘ１＋１／２（ｍ０－ｍ１）（｜ｘ１＋ｃ｜－｜ｘ１－ｃ｜）

把系统转化为Ｌｕｒ’ｅ的形式，则有

Ａ＝

－ａ１ｍ１ ａ ０

１ －１ １
０ －ｂ









０

，Ｂ＝

－ａ（ｍ０－ｍ１）

　　０








　　０

，

Ｃ＝［１　０　０］，σ（ξ）＝１／２（｜ξ＋ｃ｜－｜ξ－ｃ｜）定义
在扇区［０，δ］，δ＝１，ｎｈ＝１．在仿真中，我们假设控
制周期Ｔ＝２，控制宽度τ＝１．５．求解定理１中的矩
阵不等式组，我们可以得到ｇ２最小值ｇ２ ＝４．４４，Λ

＝２６．６７９０，Ｐ＝
１２．３９３８ ２．５４４４ ８．６０２４
２．５４４４ ２８．８６４５ －１．３９８７
８．６０２４ －１．３９８７ ８．









３３９０
，

运用间歇控制律（１８），并在ｇ２ ＝４．４４求解优化问题
（２９）得到最小成本值 Ｊ２＝１２．８１３５，ｋ＝－３．６１０４，
ｇ１＝２．７８０９，ｇ２＝４．４４．图１－３给出了仿真结果．

图１　标称主系统的状态轨迹

Ｆｉｇ．１　Ｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｎｏｍｉｎａｌｍａｓｔｅｒｓｙｓｔｅｍ

图２　标称从系统的状态轨迹

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｎｏｍｉｎａｌｓｌａｖｅｓｙｓｔｅｍ

图３　标称误差系统的轨迹图

Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｎｏｍｉｎａｌｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

图４　不确定主系统的状态轨迹

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｍａｓｔｅｒｓｙｓｔｅｍ

图５　不确定从系统的状态轨迹

Ｆｉｇ．５　Ｓｔａｔｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｓｌａｖｅｓｙｓｔｅｍ

图６　不确定误差系统的轨迹图

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

例２：考虑带有不确定项主从系统同步的情

况，ΔＡ（ｔ）＝Ｄ１Ｆ１（ｔ）Ｅ１，ΔＢ（ｔ）＝Ｄ２Ｆ２（ｔ）Ｅ２，Ｅ１＝

［１　１　０］，Ｅ２＝０．５，Ｄ１＝［０．１　０．１　 －０．１２］
Ｔ，

Ｄ２＝［０．１　 －０．１　 －０．２］
Ｔ，Ｆ１（ｔ）＝ｓｉｎ（ｔ），Ｆ２

２３３
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（ｔ）＝ｃｏｓ（ｔ），Ａ，Ｂ，Ｃ，σ（ξ），Ｔ，τ与例１中的相同．
求解定理２中不等式组，可以得到ｇ２的最小值

ｇ２ ＝４．９３，Λ＝５６．９８３５，α＝１．９２５９，β＝２．４３５８，

Ｐ＝
２２．６６３７ １２．６９０５ １３．１７４３
１２．６９０５ ３６．０３３６ ３．６２７８
１３．１７４３ ３．６２７８ １０．









６４６５
，最小成本 Ｊ２

＝１３．９７１１．图４－６给出了相应的仿真结果．

６　结论

本文探讨了 Ｌｕｒ’ｅ主从系统间歇控制的指数
同步问题．首先研究了标称系统，得到误差系统实
现稳定的判据．在此基础上，进一步分析了不确定
主从系统鲁棒同步的间歇控制．另外，我们还讨论
了如何减小成本函数的控制器优化设计问题．仿真
结果验证了本文方法的有效性．
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