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一类不同维混沌广义同步系统的构造理论及其应用

张丽丽１　雷友发２

（１．广东工业大学 应用数学学院，广州　５１００９０）（２．仲恺农业工程学院 计算科学系，广州　５１０２２５）

摘要　研究了一类不同维混沌广义同步系统的构造及其应用问题．根据驱动系统的线性部分是否稳定，分

别给出了两个构造定理，据此，人们可以自由构造维数高于驱动系统的广义同步系统，从而将进一步提高广

义同步在保密通信中应用的可能性和抗破译性，提高保密通信的安全性．理论分析和数值仿真进一步验证

了本文方法的可行性和有效性．

关键词　混沌广义同步，　不同维，　数值模拟

引言

自从１９９０年美国学者 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ发现
混沌同步以来，混沌同步一直是研究的热门课题．
人们在物理、生物医学、信息工程等众多领域对混

沌同步进行了研究，并提出了许多不同类型的同步

方法［１～１０］．由于现实中难以产生出两个完全相同
的混沌系统，人们提出了广义同步的概念，即在主

从混沌系统之间建立一个函数关系，它比完全同步

具有更广阔的应用领域及前景［２，１１～１２］．广义同步定
义如下：

定义：考虑如下两系统

ｘ＝ｆ（ｘ） （１）
ｙ＝ｇ（ｙ，ｓ（ｘ）） （２）

其中ｘ∈Ｒｎ，ｙ∈Ｒｍ，ｓ（ｘ）：Ｒｎ→Ｒｍ为来自式（１）的
驱动函数．若存在变换 Ｈ：Ｒｎ→Ｒｍ，流形 Ｍ＝｛（ｘ，
ｙ）：ｙ＝Ｈ（ｘ）｝，子集 Ｂ＝Ｂｘ×ＢｙＲ

ｎ×Ｒｍ，且 Ｍ
Ｂ，使得对于所有初始条件在 Ｂ中的响应系统（２）
的轨道当 ｔ→ ＋∞时都趋于 Ｍ，则称系统（１）和
（２）通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）达到广义同步．

近年来，混沌在保密通信中应用的研究得到了

迅速发展，而在此基础上的广义同步理论的发展为

保密通信提供了新的工具［１１～１２］．
构造可预见的广义同步系统［１３～１５］是广义同步

的一个重要课题．已有的成果都局限在对同维数两
系统广义同步的研究，文献［１５］中尽管已提出两
不同维（ｎ＞ｍ）系统间广义同步的理论，但其理论

仍取驱动系统中 ｍ维分量来构造响应系统，故本
质上仍是同维数两系统间广义同步理论．

本文讨论的是与已知系统不同维且满足驱动

系统维数ｎ小于响应系统维数ｍ（ｎ＜ｍ）的广义同
步系统的构造理论及其应用．本文将根据驱动系统
的线性部分是否稳定，分别提出两个理论方法，据

此，人们可以更自由地构造可预见的广义同步系

统，从而将进一步提高广义同步在保密通信中应用

的可能性和抗破译性，提高保密通信的安全性；同

时，人们可以构造任意维动力系统的广义同步系

统．理论分析和数值仿真进一步验证了本文方法的
可行性和有效性．

１　不同维广义同步系统的构造定理：

不失一般性，设驱动系统分解为

ｘ＝Ａｘ＋φ（ｘ）　ｘ∈Ｒｎ （３）
其中Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒ

ｎ×ｎ，Ａｘ是 ｆ（ｘ）的线性或部分线

性部分．设任意的 Ｂ∈Ｒｍ×ｎ且 Ｂ满足列满秩，即 Ｒ
（Ｂ）＝ｎ．记Ｂ－１Ｌ 为Ｂ的左逆，则有下述定理：
定理　１：若矩阵Ａ的特征值都具有负实部，则系统
（３）和系统（４）

ｙ＝ＢＡＢ－１Ｌ ｙ＋Ｂφ（ｘ）　ｙ∈Ｒ
ｍ （４）

通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到广义同步．
证明：设ｚ＝Ｂ－１Ｌ ｙ，则 ｚ＝Ｂ

－１Ｌｙ＝Ｂ－１Ｌ （ＢＡＢ
－１
Ｌ ｙ＋

Ｂφ（ｘ））＝Ａｚ＋φ（ｘ）．
设ｅ＝ｘ－ｚ，则误差系统 ｅ＝ｘ－ｚ＝Ａ（ｘ－ｚ）＝Ａｅ．

因为Ａ的特征值都具有负实部，故同步误差系
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统渐近稳定，从而 ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ＝０，即系统（３）和系统（４）

通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到广义同步．

定理　２：若σ∈Ｒ，则当｜ａｉｊ｜≤
σ
ｎ时，系统（３）与系

统（５）
ｙ＝ＢＡＢ－１Ｌ ｙ＋Ｂ（φ（ｘ）＋σｘ）－σｙ （５）

通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到广义同步．
证明：设ｚ＝Ｂ－１Ｌ ｙ，则

ｚ＝Ｂ－１Ｌ ｙ＝Ｂ
－１
Ｌ （ＢＡＢ

－１
Ｌ ｙ＋Ｂ（φ（ｘ）＋σｘ）－

　σｙ）＝Ａｚ＋φ（ｘ）＋σｘ－σｚ
设ｅ＝ｘ－ｚ，则误差系统 ｅ＝ｘ－ｚ＝Ａｘ＋φ（ｘ）－［Ａｚ
＋φ（ｘ）＋σ（ｘ－ｚ）］＝（Ａ－σＩ）ｅ．

作Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ＝１２ｅ
Ｔｅ，则 Ｖ０且等号当

且仅当ｅ＝０时成立，

Ｖ·＝１２ｅ
Ｔｅ＋１２ｅ

Ｔｅ＝ｅＴ（Ａ
Ｔ＋Ａ
２ －σＩ）ｅ

∵　Ａ
Ｔ＋Ａ
２ 为对称阵，且其谱半径ρ（Ａ

Ｔ＋Ａ
２ ）≤

‖Ａ
Ｔ＋Ａ
２ ‖∞≤‖Ａ‖∞≤σ

∴　Ｖ·≤０
故系统（５）和系统（４）通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ

达到广义同步．
推论：

若σ＝ｎｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤ｎ

｜ａｉｊ｜，则系统（３）与系统（５）通过

变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到广义同步．

２　构造定理的应用

例１取驱动系统为以下光滑Ｃｈｕａ’ｓ电路［１３］

ｘ１＝ｘ３－ｘ１＋ｘ２
ｘ２＝－βｘ１

ｘ３＝α（ｘ１－ｘ３－ｂｘ３－
（ａ－ｂ）
π
ａｒｃｔａｎ（５ｘ３









 ））

（６）

其中α＝１０，β＝１５，ａ＝－１，ｂ＝０．２．

取线性部分矩阵为 Ａ＝
－１ １ １
－β ０ ０

α ０ －α（１＋ｂ









）

，此

时Ａ的特征值分别为 λ１，２＝－０．１１３８±３．７５２３ｉ，

λ３＝－１２．７７２４，φ（ｘ）＝

　　　０
　　　０

－（ａ－ｂ）
π
ａｒｃｔａｎ（５ｘ３











）
．

不妨取 ｂ＝

１ ０ ０
１ １ ０
０ ０ １











１ ０ ０

，则 ｂ的广义左逆为 Ｂ－１Ｌ ＝

０．５ ０ ０ ０．５
－０．５ １ ０ －０．５









０ ０ １ ０
，由定理１知与系统（６）广

义同步的响应系统为

ｙ１＝－ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－ｙ４
ｙ２＝－８．５ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－８．５ｙ４

ｙ３＝５ｙ１－１２ｙ３＋５ｙ４－
α（ａ－ｂ）
π

ａｒｃｔａｎ（５ｘ３））

ｙ４＝－ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－ｙ













４

（７）
驱动系统（６）与响应系统（７）的初始值分别选取为

（ｘ１（０），ｘ２（０），ｘ３（０））＝
　（０．０２６５，０．３７３０，－０．２１５４）
（ｙ１（０），ｙ２（０），ｙ３（０），ｙ４（０））＝
　（０．０２６５，０．３９９５，－０．２１５４，０．０２６５）

数值模拟结果如下图１：

图１　系统（６）与系统（７）的广义同步图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（６）ａｎｄｓｙｓｔｅｍ（７）

图１中（１）为驱动系统（６）的混沌吸引子；（２）
为响应系统（７）的混沌投影图；（３）表明变量ｘ１与
ｙ１＋ｙ４
２ 实现了广义同步；（４）表明变量ｘ２与－

ｙ１＋ｙ４
２ ＋

ｙ２实现了广义同步，该模拟结果表明系统（６）与系
统（７）通过变换ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到了广义同步．

例２：对例１中系统（６），将参数ｂ＝０．２改为ｂ
＝－１．３５，此时Ａ有特征值４．６２７５＞０．取 σ＝４５，

５２３
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由定理２知与系统（６）广义同步的响应系统为

　

ｙ１＝－ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－ｙ４＋σ（ｘ１－ｙ１）

ｙ２＝－８．５ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－８．５ｙ４＋σ（ｘ１＋ｘ２－ｙ２）

ｙ３＝５ｙ１－１２ｙ３＋５ｙ４－
α（ａ－ｂ）
π

ａｒｃｔａｎ（５ｘ３））＋

　σ（ｘ３－ｙ３）

ｙ４＝－ｙ１＋ｙ２＋ｙ３－ｙ４＋σ（ｘ１－ｙ４















）

（８）
取例１中初始值，数值模拟结果如下图２

图２　系统（６）与系统（８）的广义同步图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（６）ａｎｄｓｙｓｔｅｍ（８）

图２中（１）为驱动系统（６）的复杂极限环；（２）
为响应系统（８）的复杂极限环投影图；（３）表明变

量ｘ１与
ｙ１＋ｙ４
２ 实现了广义同步；（４）表明变量ｘ２与

－
ｙ１＋ｙ４
２ ＋ｙ２实现了广义同步，该模拟结果表明系

统（６）与系统（８）通过变换 ｙ＝Ｈ（ｘ）＝Ｂｘ达到了
广义同步．

３　结论

本文讨论了与已知系统不同维且满足驱动系

统维数小于响应系统维数（）的广义同步系统的构

造理论及其应用问题．文中分别就驱动系统的线性
部分是否稳定，提出了两个广义同步构造定理，据

此，人们可以更自由地构造可预见的广义同步系

统．理论分析和数值仿真进一步验证了本文方法的
可行性和有效性．这将进一步提高广义同步在保密
通信中应用的可能性和抗破译性，提高保密通信的

安全性．
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