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２００９０３２６收到第１稿，２００９０６０４收到修改稿．
广西自然科学基金（０６４０００２）和广西青年科学基金（０８３２０１４）资助项目

Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔分析

李群宏　席洁珍　丁学利　谭洁燕
（广西大学数学与信息科学学院，南宁　５３０００４）

摘要　通过理论分析和数值仿真对混沌 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的余维二 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔进行研究．先求得系统的平衡

点，通过坐标变换，把系统的平衡点平移到原点．对经过坐标平移后所得新系统的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵进行分析，给

出系统发生余维二ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的参数条件．经验证，在所选取的参数条件下Ｒｏｓｓｌｅｒ系统满足发生余维二

ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的非退化条件和横截条件．因此，借助一个复变量，即可将原系统化到规范型形式，并得到相

应的分岔图．选取符合理论推导的参数条件，数值仿真证实 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的确发生 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔，从而验证

了理论推导的正确性．

关键词　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统，　余维二，　ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔，　数值仿真

引言

１９６３年美国气象学家 Ｌｏｒｅｎｚ在研究气象预报
时，对无穷维动力系统的瑞利伯纳德热对流问题
进行三维截断得到第一个表现出奇异吸引子的动

力学系统［１］．不久，德国物理化学家 Ｏ．Ｅ．Ｒｏｓｓｌｅｒ
于１９７６年从Ｌｏｒｅｎｚ系统中抽出了更为简单、非对
称的吸引子结构，新系统中只含有一个非线性项

ｘ１ｘ３，被称为Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
［２］．

Ｒｏｓｓｌｅｒ系统是一个形式简单但内禀复杂的系
统，其系统方程形式为

ｘ１＝－ｘ２－ｘ３
ｘ２＝ｘ１＋ａｘ２
ｘ３＝ｂ＋ｘ３（ｘ１－ｃ

{
）

（１）

其中 ａ，ｂ，ｃ为正的实常数．较之于系统（２）
（Ｒｏｓｓｌｅｒ，１９７９）

ｘ１＝－ｘ２－ｘ３
ｘ２＝ｘ１＋ａｘ２
ｘ３＝ｂｘ１＋ｘ３（ｘ１－ｃ

{
）

（２）

原点不可能为系统（１）的奇点，而原点恒为系统（２）
的奇点，可见两个系统有着不同的动力学行为．

对系统（１）的研究通常集中在如何通过极限
环的周期倍化分岔生成一个混沌吸引子或由于同

宿轨的存在生成一个更为复杂的混沌吸引子．文献
［３７］对系统（１）在通向混沌道路上基本的动力学

行为进行研究，但许多结果均为通过数值分析而得

到．
近年来许多学者在对Ｒｏｓｓｌｅｒ系统混沌控制研

究方面得到大量的结果．文献［８］基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性理论，推导了适应的控制法则，并将控制施加

到具有三个参数的Ｒｏｓｓｌｅｒ系统，以达到混沌同步．
文献［９］利用反馈控制策略，提出了一种新的控制
几个经典混沌Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的方法．

余维二分岔点的出现将会极大地影响动力系

统的定性性质，而且对理解系统的全局行为相当重

要．文献［１０］通过严格的数学推导及数值仿真研
究了混沌 Ｌǖ系统的余维二 Ｂａｕｔｉｎ分岔，得到了
Ｂａｕｔｉｎ分岔的参数条件，并给出了分岔曲线的解析
表达式．文献［１１，１２］采用中心流形降维，继而讨
论了一个两自由度碰振系统的余维二 Ｈｏｐｆ分岔和
混沌．文献［１３］通过谐波平衡法，对Ｒｏｓｓｌｅｒ系统进
行分岔及动力学性质的定性分析．

本文将通过严格的数学推导及数值仿真研究

Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的余维二分岔问题，给出该系统发生
ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的参数条件，所得结果丰富了
Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的研究成果．

１　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔

１．１　分析背景
考虑如下的光滑动力系统
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Ｘ· ＝ｆ（Ｘ，α），Ｘ∈瓗ｎ，α∈瓗ｍ （３）
假设当α＝０时原点是系统（３）的奇点，奇点

的导算子有一个特征根为０，另有一对纯虚特征根
±ｉω０，且其余的ｎ－３个特征根的实部都不为０．由
中心流形定理，我们知道系统（３）的中心流形是三
维的，并且在奇点 Ｏ附近的几何结构除了在中心
流形部分外，其它部分都十分清楚，下面只需考虑

三维系统．为简单起见，我们仍采用原先的记号：
Ｘ· ＝ｆ（Ｘ，α），　Ｘ∈瓗３，α∈瓗２ （４）
将（４）的右端函数ｆ在原点Ｏ附近展开，得
Ｘ· ＝ａ（α）＋Ａ（α）Ｘ＋Ｆ（Ｘ，α） （５）

其中ａ（α）为三维常数向量，Ａ是系统（４）在原点Ｏ
附近的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，它的三个特征根分别为 λ１＝ν

（α），λ２，３＝μ（α）±ｉω（α），Ｆ（Ｘ，α）＝Ｏ（‖Ｘ‖
２），

是一个光滑的函数，并且满足ａ（０）＝０，ν（０）＝０，μ
（０）＝０及ω（０）＝ω０．

设ｑ０∈瓗
３、ｑ１∈瓘

３分别是Ａ对应着 ν和 λ＝

μ＋ｉω的特征向量．令 ｐ０∈瓗
３、ｐ１∈瓘

３是 ＡＴ对应
着ν和 珔λ＝μ－ｉω的特征向量，且满足

＜ｐ０，ｑ０＞＝＜ｐ１，ｑ１＞＝１，
＜ｐ１，ｑ０＞＝＜ｐ０，ｑ１＞＝０ （６）

取ｕ＝＜ｐ０，Ｘ＞，ｚ＝＜ｐ１，Ｘ＞，则任一个实向量 Ｘ
可表示成

Ｘ＝ｕｑ０＋ｚｑ１＋ｚｑ１ （７）
令

ｇ（ｕ，ｚ，珋ｚ）＝＜ｐ０，Ｆ（ｕｑ０＋ｚｑ１＋ｚｑ１，α）＞ （８）

ｈ（ｕ，ｚ，珋ｚ）＝＜ｐ１，Ｆ（ｕｑ０＋ｚｑ１＋ｚｑ１，α）＞ （９）

其中＜·，·＞表示瓘３上的标量积．将ｇ和ｈ进行
Ｔａｙｌｏｒ展开，显然展开式中的项的次数最低为二
次，即

ｇ（ｕ，ｚ，珋ｚ）＝ ∑
ｊ＋ｋ＋ｌ≥２

１
ｊ！ｋ！ｌ！ｇｊｋｌｕ

ｊｚｋ珋ｚｌ （１０）

ｈ（ｕ，ｚ，珋ｚ）＝ ∑
ｊ＋ｋ＋ｌ≥２

１
ｊ！ｋ！ｌ！ｈｊｋｌｕ

ｊｚｋ珋ｚｌ （１１）

当ｇ２００≠０，ｇ０１１≠０，Ｅ≠０时，通过适当的坐标
和时间变换，可将系统（４）化成 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的
ＮｏｒｍａｌＦｏｒｍ形式：

　

ξ
·

＝β１（α）＋ξ
２＋ｓ｜ζ｜２＋Ｏ（‖ξ，ζ，ζ－‖４）

ζ·＝（β２（α）＋ｉω１（α））ζ＋（θ（α）＋

　ｉ（α））ξζ＋ξ２ζ＋Ｏ（‖ξ，ζ，ζ－‖４
{

）

（１２）

其中ξ∈瓗１，ζ∈瓘２是经过坐标变换后的新变量，

β１（α），β２（α）等是参数 α的函数，且可用 ｇｊｋｌ及 ｈｊｋｌ
等已知函数的组合表示，详细的推导过程和各新变

量的表达式形式可参看文献［１４］和［１５］．
１．２　余维二的ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔

下面我们来讨论系统（１）是否存在 ｆｏｌｄＨｏｐｆ
分岔情况．由系统（１）可求得其平衡点为
　（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝

（
ｃ± ｃ２－４槡 ａｂ

２ ，－ｃ± ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ，

ｃ± ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ）

（１３）

易见（ｉ）当ｃ２－４ａｂ＝０时，系统（１）仅有一个平衡

点Ｓ１（
ｃ
２，－

ｃ
２ａ，

ｃ
２ａ）；（ｉｉ）当 ｃ

２－４ａｂ＞０时，系统

（１）有两个平衡点，分别为

　Ｓ２（
ｃ＋ ｃ２－４槡 ａｂ

２ ，－ｃ＋ ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ，

ｃ＋ ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ）

及

　Ｓ３（
ｃ－ ｃ２－４槡 ａｂ

２ ，－ｃ－ ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ，

ｃ－ ｃ２－４槡 ａｂ
２ａ ）．

下面仅就ｃ２－４ａｂ＝０的情况进行讨论，此时参数ｂ
可用参数 ａ，ｃ表示，系统（１）实际上只与参数 ａ，ｃ
有关．对ｃ２－４ａｂ＞０的情况可做类似讨论．

由于平衡点 Ｓ１（
ｃ
２，－

ｃ
２ａ，
ｃ
２ａ）不在原点处，因

此我们需要先通过坐标变换将平衡点换至原点 Ｏ
处．为此，作如下坐标变换，令

ｘ１＝Ｘ＋
ｃ
２，ｘ２＝Ｙ－

ｃ
２ａ，ｘ３＝Ｚ＋

ｃ
２ａ （１４）

则系统（１）转化成如下等价系统
Ｘ· ＝－Ｙ－Ｚ，

Ｙ·＝Ｘ＋ａＹ，

Ｚ· ＝ｃ２ａＸ－
ｃ
２Ｚ＋









 ＸＺ．

（１５）

系统（１５）在原点处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵可写为

Ｊ＝

０ １ １
１ ａ ０
ｃ
２ａ＋Ｚ ０ ｃ２＋











Ｘ （０，０，０）

＝

　　

０ １ １
１ ａ ０
ｃ
２ａ ０ ｃ











２

（１６）

对应的特征方程为

９１３
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λ３＋（ｃ２－ａ）λ
２－ａｃ２λ＋λ＋

ｃ
２ａλ＝０ （１７）

显然λ１＝０是方程（１７）的一个根．现假设方程
（１７）另有一对共轭纯虚特征根，即 λ２，３＝±ｉω０（ω０
＞０）．将λ２＝ｉω０代入方程（１７），由方程等号两边
实部、虚部分别相等，我们有

ｃ＝２ａ，ω２０＝－ａ
２＋２ （１８）

因此，方程（１７）出现一对共轭纯虚特征根的条件是

０＜ａ 槡＜２ （１９）
接下来我们验证出现 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的其它条

件．首先，我们对系统（１５）进行如下改写

Ｘ·

Ｙ·

Ｚ









·
＝

０ １ １
１ ａ ０
ｃ
２ａ ０ ｃ











２











Ｘ
Ｙ
Ｚ
＋
０
０









ＸＺ

（２０）

这里Ａ＝

０ １ １
１ ａ ０
ｃ
２ａ ０ ｃ











２

，高阶项Ｆ（Ｘ，Ｙ，Ｚ）＝
０
０









ＸＺ
．

容易算得Ａ的三个特征根分别为

λ１＝０，

λ２，３＝
２ａ２－ａｃ±ｉ １６ａ２－４ａ４＋８ａｃ－４ａ３ｃ－ａ２ｃ槡

２

４ａ
（２１）

λ１对应的特征向量 ｑ０ ＝（ａ，－１，１）
Ｔ，λ２ ＝

２ａ２－ａｃ＋ｉ １６ａ２－４ａ４＋８ａｃ－４ａ３ｃ－ａ２ｃ槡
２

４ａ ，对应的

特征向量ｑ１＝（ｑ１１，ｑ１２，ｑ１３）
Ｔ，其中

ｑ１１＝
２ａ２＋ａｃ＋ｉ １６ａ２－４ａ４＋８ａｃ－４ａ３ｃ－ａ２ｃ槡

２

２ｃ ，

ｑ１２＝
４ａ－２ａ３－ａ２ｃ－ｉａ １６ａ２－４ａ４＋８ａｃ－４ａ３ｃ－ａ２ｃ槡

２

２ｃ ，

ｑ１３＝１．

借助Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５．０推导可得ｐ０＝（
ａｃ

（ａ２－１）ｃ－２ａ
，

ｃ
（ａ２－１）ｃ－２ａ

，
２ａ

２ａ－（ａ２－１）ｃ
）Ｔ，ｐ１＝（ｐ１１，ｐ１２，ｐ１３）

Ｔ，

并使得ＡＴｐ０＝λ１ｐ０，Ａ
Ｔｐ１＝λ３ｐ１，且＜ｐ０，ｑ０＞＝＜ｐ１，

ｑ１＞＝１，＜ｐ０，ｑ１＞＝＜ｐ１，ｑ０＞＝０．其中

　　ｐ１１＝
ｉｃ（２ｃ＋ａ（４＋２ａ２＋ａｃ＋槡ｉａ （２ａ＋ｃ）（８＋ａ（２ａ＋ｃ槡 ））））

２槡ａ（２ａ＋（ａ
２１）ｃ） （２ａ＋ｃ）（８＋ａ（２ａ＋ｃ槡 ））

ｐ１２＝
ｃ（槡ｉａ（－２ａ＋ｃ）＋ （２ａ＋ｃ）（８＋ａ（２ａ＋ｃ槡 ）））

２（－２ａ＋（ａ２－１）ｃ） （２ａ＋ｃ）（８＋ａ（２ａ＋ｃ槡 ））

ｐ１３＝
１
２＋

ａ
－２ａ＋（ａ２－１）ｃ

－ 槡ｉａｃ（－ｃ＋ａ（－６＋ａ（２ａ＋ｃ）））
２（－２ａ＋（ａ２－１）ｃ） （２ａ＋ｃ）（８＋ａ（２ａ＋ｃ槡 ））

．

令











Ｘ
Ｙ
Ｚ
＝ｕｑ０＋ｚｑ１＋ｚｑ１，即有：

Ｘ＝２ａｃｕ＋槡ｉａ （２ａ＋ｃ）（８－ａ（２ａ＋ｃ槡 ））ｚ－槡ｉａ （２ａ＋ｃ）（８－ａ（２ａ＋ｃ槡 ））珋ｚ＋ａ（２ａ＋ｃ）（ｚ＋珋ｚ）
２ｃ ，

Ｙ＝－２ｃｕ＋ｉａ ａ（２ａ＋ｃ）（８－ａ（２ａ＋ｃ槡 ））ｚ－ｉａ ａ（２ａ＋ｃ）（８－ａ（２ａ＋ｃ槡 ））珋ｚ＋ａ（（２ａ＋ｃ）－４）（ｚ＋珋ｚ）
２ｃ ，

Ｚ＝ｕ＋ｚ＋珋ｚ

则Ｆ（Ｘ（ｕ，ｚ，珋ｚ），Ｙ（ｕ，ｚ，珋ｚ），Ｚ（ｕ，ｚ，珋ｚ））＝Ｆ（ｕ，ｚ，

珋ｚ），系统（２０）中的高阶项可化成以ｕ，ｚ，珋ｚ为变量的
函数．将Ｆ（ｕ，ｚ，珋ｚ）的表达式代入公式（８）和（９），即
可求得ｇ（ｕ，ｚ，珋ｚ）和ｈ（ｕ，ｚ，珋ｚ）的表达式．由于ｇ和ｈ
的表达式形式复杂，这里我们没有给出，此处从略．
下面逐个验证ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的条件，当ｃ＝２ａ，０＜

ａ 槡＜２时有：

ｇ２００＝
２ａ
２－ａ２

≠０；

ｇ０１１＝
２ａ
２－ａ２

≠０；

　Ｅ＝１２ＲｅＨ２１０＋Ｈ１１０（
ＲｅＨ０２１
Ｇ０１１

－
Ｇ３００
Ｇ２００
＋
Ｇ１１１
Ｇ０１１
）－
Ｈ０２１Ｇ２００
２Ｇ[ ]
０１１

＝

３ａ（１＋４ａ２）
１６（２－ａ２）

≠０．

上式中Ｇｉｊｋ，Ｈｉｊｋ的表达式可参见文献［１４］．

０２３
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综上，我们得到下列命题：

命题１　若Ｒｏｓｓｌｅｒ系统（１）的三个参数ａ，ｂ，ｃ同时

满足?０＜ａ 槡＜２；?ｂ＝ａ；?ｃ＝２ａ，则该系统在平

衡点Ｓ１（
ｃ
２，－

ｃ
２ａ，
ｃ
２ａ）处发生余维二的ｆｏｌｄＨｏｐｆ分

岔．

２　分岔的数值研究

在上一节中我们已经验证了系统（１）发生
ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的条件，接下来我们对 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统

进行一些数值分析．首先，我们对 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统 ｆｏｌｄ
Ｈｏｐｆ分岔规范型的三阶截断形式进行分析［１３］，现

在起关键作用的仅是式（１２）中的ｓ和θ，其中

ｓ＝ｓｉｇｎ［ｇ２００ｇ０１１］，θ＝
Ｒｅｈ１１０
ｇ２００

．

经过进一步计算我们有

ｓ＝１，θ｜ｃ＝２ａ，０＜ａ 槡＜２＝－
ａ２
４＜０ （２２）

图１给出对应这种情况的临界参数值附近的
分岔图［１４］：

图１　方程（１２）截断系统的分岔图

Ｆｉｇ．１　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｓｙｓｔｅｍｏｆＥｑ．（１２）ｗｉｔｈｓ＝１，θ＜０

　　由分岔图我们可看出，当参数在区域①中取值

时系统无平衡点．参数取值连续变化，经Ｓ＋时系统

发生ｆｏｌｄ分岔，系统有一个平衡点．穿过 Ｓ＋进入②
区，单个平衡点裂成一个鞍点和一个不稳定结点．

参数取值由②进入③，经 Ｈ＋发生 Ｈｏｐｆ分岔，两平

衡点变成两个鞍点．当参数取值由③经 β１负半轴

到达④，生成一个不稳定的极限环．参数取值继续
改变，当在曲线Ｐ上取值时极限环消失，取而代之
的是一条异宿轨道．当参数取值落入⑤区时异宿轨

破裂，再经Ｈ－发生 Ｈｏｐｆ分岔，参数值进入⑥区后

两鞍点变成为一稳定结点和一个鞍点．最后经 Ｓ－
发生ｆｏｌｄ分岔，鞍点与稳定的结点重合，系统仅有
一个平衡点．

下面我们直接对原系统进行数值仿真．取ａ作
为控制参数，固定 ｂ＝０．２，ｃ＝５，此时 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
随 ａ变化的分岔图见图 ２．当 ａ＝３１．２５时，系统
（１）的临界ｆｏｌｄ分岔点为点ＬＰ．即当ａ＞３１．２５时，
Ｒｏｓｓｌｅｒ系统没有平衡点；ａ＝３１．２５时，Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
只有一个平衡点（２．５，－０．０８，０．０８）；ａ＜３１．２５时
系统有两个平衡点．点 Ｈｉ（ｉ＝１，２，３，４）表示 Ｈｏｐｆ
分岔临界点，其中除了 Ｈ２为中立型鞍点外，其余
三个点处均发生超临界或亚临界的 Ｈｏｐｆ分岔，此
时系统的第一Ｌｙａｐｕｎｏｖ系数值小于零．图３和图４
分别给出了图２中 Ｈ３及 Ｈ４点附近局部放大图．
经超临界或亚临界 Ｈｏｐｆ分岔后产生稳定的极限
环，且随着参数的改变，极限环变化平缓．
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图２　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统分岔图，ｂ＝０．２，ｃ＝５

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＲｏｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈｂ＝０．２ａｎｄｃ＝５

图３　 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统分岔局部放大图，ｂ＝０．２，ｃ＝５

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｌａｒｇｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

Ｒｏｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｂ＝０．２，ｃ＝５

图４　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统分岔局部放大图，ｂ＝０．２，ｃ＝５

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｌｏｃａｌｅｎｌａｒｇｅｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ

Ｒｏｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｂ＝０．２，ｃ＝５

图５　平面上Ｒｏｓｓｌｅｒ系统分岔投影图，ｂ＝０．２

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆＲｏｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍ

ｉｎｔｈｅ（ａ，ｃ）ｐｌａｎｅｗｉｔｈｂ＝０．２

图５给出了当ｂ＝０．２时Ｒｏｓｓｌｅｒ系统ｆｏｌｄ分岔
曲线ｃ２－４ａｂ＝０在（ａ，ｃ）平面的投影图．ＺＨ点及
ＢＴ点分别表示在该点坐标所对应的参数值处将会
发生 ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔和 ＢｏｇｄａｎｏｖＴａｋｅｎｓ分岔．ＺＨ
点对应的参数值为ａ＝０．２，ｃ＝０．４，ＢＴ点对应的参
数值为ａ＝２．０４９７１７，ｃ＝１．２８０５３７．这些参数的取
值与命题１的结论相符合．

３　结论

从文献中来看，目前对系统（１）的研究还不
多．我们从理论和数值两方面研究了 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统
余维二的ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔，给出了 Ｒｏｓｓｌｅｒ系统发生
余维二ｆｏｌｄＨｏｐｆ分岔的参数条件．可以看到，数值
结果与理论研究的结论相符，从而验证了理论推导

的正确性．通过本文的研究，不仅反映了 Ｒｏｓｓｌｅｒ
系统的复杂性，而且也加深了对该系统的认识．
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