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基于精细计算的动载荷反演问题正则化求解

毛玉明　郭杏林　赵岩　吕洪彬
（大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　提出了一种新的动态载荷识别的时域法，通过精细计算法建立精确的动态载荷识别问题反演模型，

对该反演问题对应的结构矩阵进行奇异值分解，剖析了动态载荷识别病态问题的本质，并引入正则化技术

寻求一稳定近似解；最后将提出的方法成功应用于平面框架结构的动态载荷识别，为动态载荷识别的理论

发展和实际应用打下一定的基础．

关键词　载荷识别，　精细积分法，　奇异值分解，　正则化技术，　不适定问题

引言

在动力学控制和结构优化设计过程中，准确知

道结构所受的动态载荷是极其重要的；同时在结构

的疲劳寿命估计和结构健康监测过程中，准确预知

结构所受动态载荷也是不可缺少的一部分．然而，
在实际工程中，直接测量结构动态载荷是往往难以

实现；如力传感器的引入会阻碍载荷的传递路径，

或者改变结构的动态特性．而此时结构的动态响应
往往便于测量，结构动态载荷反演问题得以提出，

即通过测量结构的动态响应来间接确定结构动态

载荷．
许多学者对动态载荷识别反演问题进行深入

研究和探索［１－２］．Ｓｔｅｖｅｎ［１］，ＨｉｒｏｔｓｕｇｕＩｎｎｏｕｅｅｔ．
ｌ［３］，ＤｏｂｓｏｎａｎｄＲｉｄｅｒ［４］ａｎｄＮｏｒｄｓｔｒ̈ｏｍａｎｄＮｏｒｄ
ｂｅｒｇ［５］等对动态载荷识别问题研究做了系统总结．
ＳｔｅｌｚｎｅｒａｎｄＫａｍｍｅｒ等提出了状态空间下载荷识
别时域法，用数值仿真技术来识别空间飞行器和空

间站之间的力和力矩［６］．张方、秦远田等用广义正
交多项式特征技术建立载荷识别模型，解决了复杂

结构的分布动态载荷识别问题［７］．通常情况下，结
构动态载荷识别问题是不适定的，即仅通过带有测

量误差的响应信息不能唯一确定结构动态载荷的

空间分布和时间历程或者频域信息，许多学者对此

进行深入的研究［８－９］．随着动态测试技术和计算机
仿真技术的发展，动态载荷识别反演问题研究方兴

未艾，但作为一个较年轻的知识领域，其研究还不

够完善，这包括动态载荷识别算法的研究、测点的

最优布置以及精细识别模型的建立等等，其中精细

建模作为载荷识别问题的重要内容之一，直接影响

载荷识别的精度，但这一方面的研究并不多见．本
文将从精细建模入手，研究动态载荷识别反演问

题，用奇异值分解技术剖析动态载荷识别反演问题

的病态特性，进而采用正则化技术求解该反演问

题，最后将提出的方法应用于平面桁架结构的动态

载荷识别中，并进一步讨论了采样时间时间、测量

误差等因素对载荷识别结果的影响．

１　动态载荷识别精细建模

１．１　动态载荷识别建模
结构系统的状态空间控制方程为：

ｖ（ｔ）＝Ｈｖ（ｔ）＋ｆ（ｔ） （１）
其中

ｖ＝［ｘＴ　ｐＴ］Ｔ，Ｈ＝
Ａ Ｄ[ ]Ｂ Ｅ
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Ｂ＝１４ＣＭ
－１Ｃ－Ｋ，Ｅ＝－１２ＣＭ

－１，Ｄ＝Ｍ－１（３）

Ｍ、Ｃ、Ｋ分别是对称正定的质量矩阵、阻尼矩阵和
刚度矩阵，ｒ是结构系统的输入载荷；ｘ（ｔ）和 ｘ（ｔ）
分别是系统的速度向量和位移向量．假定在时间步
长ｆ（ｔ）内为阶跃载荷，应用指数迭加法，对方程
（１）进行积分并时域离散化可以得到，
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ｖ（ｔ）＝ｖ（ｔ０）ｅｘｐ（Ｈ（ｔ－ｔ０））＋

　∫
ｔ

ｔ０
ｅｘｐ（Ｈ（ｔ－τ））ｆ（τ）ｄτ （４ａ）

ｖ（ｋ＋１）＝Ｔｖ（ｋ）＋（Ｔ－１）Ｈ－１ｆ（ｋ），（ｋ＝０，１，

２，…Ｎｔ） （４ｂ）

Ｔ＝ｅｘｐ（Ｈτ）是指数矩阵，τ是积分步长，Ｎｔ是整个

时域内的采样点数．实际工程中只能测量部分响应

数据，假定 ｙ为测量响应，Ｄｍ为测量提取矩阵，则

方程（４ｂ）可以写为，

ｙ（ｋ＋１）＝Ｄｍｖ（ｋ＋１）＝Ｇ
０
ｋｖ（０）＋∑

ｋ

ｉ＝１
Ｇｉｆ（ｋ－ｉ）
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（５ｂ）

Ｇ０ｉ＝ＤｍＴ
ｉ，Ｇｉ＝ＤｍＴ

ｉ（Ｔ－Ｉ）Ｈ－１ （５ｃ）

方程（５ｂ）即为离散形式的动态载荷识别模型，其

中Ｇ０ｉ是与初始条件有关的参数矩阵，Ｇｉ为滑动平

均模型的Ｍａｒｋｏｖ参数矩阵，将方程（５ｂ）写为矩阵
形式，

ｂ＝Ｇｆ （６）

１．２　载荷识别模型的精细计算

方程（５ｂ）中的参数Ｇ０ｉ和Ｇｉ的计算精度，直接

关系到动态载荷识别模型的精度；而指数矩阵Ｔ的

计算又成为其中的关键．这里采用加法定理进行２Ｎ

精细计算［１０］，具体做法为：将积分步长 τ进一步划

分为２Ｎ个子区间，即Δｔ＝τ／２Ｎ，Ｎ根据需要达到的

精度选取的整数，这里取 Ｎ＝２０．在时间步长 τ内，
指数矩阵Ｔ可用如下截断的泰勒展开形式计算，

Ｔ＝ｅｘｐ（ＨΔｔ）ｍ＝（Ｉ＋Ｉａ，０）
ｍ

Ｔａ，０≈ＡΔｔ＋（ＡΔｔ）
２／２！＋（ＡΔｔ）３／３！＋（ＡΔｔ）４／４！

Ｔａ，ｉ＝２×Ｔａ，ｉ－１＋Ｔａ，ｉ－１×Ｔａ，ｉ
{

－１

（７ａ）

（Ｉ＋Ｔａ，０）
ｍ＝（Ｉ＋Ｔａ，１）

ｍ／２＝

　（Ｉ＋Ｔａ，２）
ｍ／４＝…＝（Ｉ＋Ｔａ，Ｎ）＝Ｔ （７ｂ）

上面的计算中，只有（７ａ）第二式是近似的，Ｔａ，０的

舍入误差为１０－３０Ｏ（Δｔ５）已经远低于一般计算机的

舍入误差，对矩阵Ｔ的计算已经达到一般计算机范
围内的精确解，也就是说载荷识别模型方程中的参

数矩阵Ｇ０ｉ和Ｇｉ是高度精确的，因此该动态载荷识

别模型是高度精确的．

２　动态载荷识别模型的病态特性和正则化求解

虽然动态载荷识别模型是高度精确的，但由于

反问题的不适定性，使得该动态载荷识别问题仍为

一病态问题，下面采用奇异值分解技术来剖析这一

问题的本质，并提出相应的正则化解．为便于描述，
记Ｇ∈瓗ｍ×ｎ，ｍ＝Ｎｔ×２ｎ０、ｎ＝Ｎｔ×２ｎｉ，ｎ０和 ｎｉ分
别为测量响应数目和识别动态载荷数目，矩阵Ｇ的
奇异值分解形式为：

Ｇ＝Ｕ∑ＶＴ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｕｉσｉｖ

Ｔ
ｉ （８）

Ｕ和Ｖ是由左右奇异值向量ｕｉ和ｖｉ组成的正交矩

阵，满足ＵＴＵ＝ＶＴＶ＝Ｉ；∑ ＝ｄｉａｇ（σ１…σｎ）是由结
构矩阵的奇异值σ１≥…≥σｎ≥０组成的对角矩阵．
元素σｉ是矩阵Ｇ的奇异值，ｕｉ和 ｖｉ分别是左右奇
异向量．通过矩阵分析理论，可以得到载荷识别病
态问题的两个特征，一是矩阵Ｇ的奇异值逐渐趋向
于零，并且随着矩阵 Ｇ维数的增加，趋向于零的极
小奇异值数目会增多；另一方面是随着 σｉ的减小，
左右奇异值向量ｕｉ和ｖｉ中的元素将有更多的符号
变化．为方便，假定矩阵Ｇ没有零奇异值，采用奇异
值分解技术，方程（６）的最小二乘解为

ｆＬＳ＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｕＴｉｂ
σｉ
ｖｉ （９）

当系数｜ｕＴｉｂ｜没有奇异值σｉ衰减的快时，最小二乘

解ｆＬＳ由相对小的奇异值 σｉ对应向量所主导，ｆＬＳ有
很多符号变化产生高频振荡，呈现随机噪声的形

式．一般来说，由于测量噪声的影响，方程（６）的直
接求解往往得到无意义的结果，因此为求得该问题

有效稳定解，有必要对识别载荷添加一些限制条

件，这就是正则化的目的．
一个广泛应用的正则化方法就是 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正

则化方法，由Ｔｉｋｈｏｎｏｖ［１１］和 Ｐｈｉｌｌｉｐｓ［１２］分别独立提
出．本文采用零阶 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法，将方程
（６）的求解转化为，

ｍｉｎ｛‖Ｇｆ－ｂ‖２＋λ‖ｆ‖２｝ （１０）

λ是一大于零的正则参数，用来控制载荷项‖ｆ‖２

和残差项‖Ｇｆ－ｂ‖２之间的平衡；正则化方法的难

点在于正则参数λ的选取，一个最优的正则参数应
使正则解较好地平衡扰动误差和正则化误差．广义
交叉检验函数（ＧＣＶ）作为一种有效的正则参数选取
准则，已被广泛应用于反演问题的求解［１３］；在此亦

９０３
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采用ＧＣＶ方法来选取有效的正则参数，进而识别结
构动态载荷．

３　数值仿真

数值模型为如图１所示的２１杆结构，每根杆
的水平和垂直方向的长度为５ｍ，集中于节点的质
量是１×１０３Ｋｇ，本算例中刚度取３×１０４ＫＮ·ｍ－２，
阻尼比取０．０２；沿ｘ方向作用于节点７和１１的输
入载荷如式（１１）所示，作用时间为２ｓ，节点６、８、１０
为响应测量位置．

Ｆ７＝１０（１－ｃｏｓ（πｔ））ｓｉｎ（３πｔ）

Ｆ１１＝１００ｔｅ
－５{ ｔ

（１１）

数值仿真主要是验证，精细建模和正则化技术在动

态载荷反演问题求解中的有效性．

图１　平面桁架结构

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｌａｎｅｔｒｕｓｓｆｒａｍｅｗｏｒｋ

仿真结果及讨论：为讨论精细建模对识别结果

的影响，采样时间 τ分别取为０．０１ｓ、０．０２ｓ、０．０５ｓ，
并在测量响应中加入１％、５％的随机误差．表１是
不同的采样时间和测量误差下载荷识别结果的均

方根误差，可以看出识别误差随着采样时间的增加

而增大，但从图３、４、５、６、７、８可以看出，识别结果
仍能很好地逼近真实输入载荷．下面以采样时间
０．０２ｓ、测量误差１％为例，分析正则化技术在载荷
识别中的有效性．
表１　不同测量噪声和采样时间下的载荷识别均方根误差

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅａｎｄｓａｍｐｌｉｎｇｔｉｍｅ

Ｓａｍｐｌｉｎｇｔｉｍｅ（ｓ） ０．０１ ０．０２ ０．０５

Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ（％）
Ｆ７

１％ １．５２ １．８７ ７．２１
５％ １２．５１ ２３．９５ ５３．７４

Ｆ１１
１％ ６．８８ ６．９８ １１．３４
５％ ２０．１２ ２４．４２ ５５．３５

图２为采样时间 ０．０２ｓ、测量噪声 １％时的
Ｐｉｃａｒｄ图，即奇异值 σｉ、系数｜ｕ

Ｔ
ｉｙ｜、和｜ｕ

Ｔ
ｉｙ｜／σｉ随

着指标ｉ的变化关系，可以看出系数｜ｕＴｉｙ｜下降速
度较奇异值σｉ要快，最大奇异值与最小奇异值的

比值为１．５２７９×１０５，因此该问题为病态问题，直接
求解会使响应的测量误差被放大，造成识别结果失

真．为此，将正则化技术引入识别过程，由广义交叉
检验准则计算的正则参数为λ＝５．２１×１０－８，并由

图２　采样时间０．０２ｓ、噪声１％时的Ｐｉｃａｒｄ图

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅＰｉｃａｒｄｐｌｏｔｗｉｔｈ１％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅａｎｄ

ｓａｍｐｌｉｎｇｔｉｍｅ０．０２ｓ

图３　采样时间０．０２ｓ、１％测量误差时节点７的载荷识别结果

Ｆｉｇ．３　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｎｎｏｄｅ７ｗｉｔｈｓａｍｐｌｉｎｇｔｉｍｅ０．０２ｓ

ａｎｄ１％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图４　采样时间０．０２ｓ、１％测量误差时１１节点的载荷识别结果

Ｆｉｇ．４　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｎｎｏｄｅ１１ｗｉｔｈｓａｍｐｌｉｎｇｔｉｍｅ０．０２ｓ

ａｎｄ１％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

方程（１１）得到的识别结果如图３、４所示，可以看
出由正则化技术识别出的载荷 Ｆ７、Ｆ１１能很好的逼
近真实载荷，其均方根误差分别为 １．８７％ 、６．
９８％，而未用正则化技术的识别结果均方根误差分
别为５．１１％ 和３０．９４％．另外需要指出的是正则
化技术识别的结果仍有较小跳动，这是由于测量误

０１３
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差混杂于结构的动态信息中，单纯的数学技巧无法

彻底解决该问题．

图５　１％测量噪声、不同积分步长时７点的识别结果

Ｆｉｇ．５　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｏｄｅ７ｗｉｔｈ１％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图６　１％测量噪声、不同积分步长时１１点的识别结果

Ｆｉｇ．６　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｏｄｅ１１ｗｉｔｈ１％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图７　５％测量噪声、不同积分步长时７点的识别结果

Ｆｉｇ．７　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｏｄｅ７ｗｉｔｈ５％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

图８　５％测量噪声、不同积分步长时１１点的识别结果

Ｆｉｇ．８　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｏｄｅ１１ｗｉｔｈ５％ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｏｉｓｅ

最后需要指出的是：从表２的识别结果误差和

图３、４、５、６、７、８可以看出，Ｆ７的识别结果（图３、５、

７）要好于Ｆ１１的识别结果（图４、６、８所示），这是由
于测点位置为６、８、１０，该测点位置更好的反应了
Ｆ７附近的信息，有关传感器配置对载荷识别结果
的影响超出本文的范畴，相关问题将在以后的工作

中讨论．

４　结论

在状态空间推导了一种动态载荷识别的时域

法，将载荷识别模型的精细计算和正则化技术结合

应用，利用结构的动态响应准确确定结构的动态载

荷．载荷识别模型的精细计算确保允许较大步长时
能很好的识别输入载荷，正则化技术能很好的解决

载荷识别过程中的病态特性．文中提出的方法可以
推广到解决复杂结构的动态载荷识别问题，相应的

研究结果将进一步应用于实验研究．
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