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矩形中厚板自由振动问题的哈密顿体系与辛几何解法

钟阳　李锐　田斌
（大连理工大学土木水利学院，大连　１１６０２４）

摘要　以矩形中厚板的胡海昌方程为基础，将中厚板自由振动问题导入哈密顿体系，然后利用辛几何中的

分离变量和本征函数展开的方法求出了对边简支板自由振动的精确解．文中采用的辛方法不必事先人为地

引入试函数，而是通过完全理性的推导，从而突破了传统半逆解法的限制，使得问题的求解更加合理，易于

推广．计算实例证明了本文推导结果的正确性．
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引言

中厚板［１－３］是工程实际中常见的一种重要结

构形式，例如高速公路的水泥混凝土路面、机场的

停机坪以及各种建筑工程中的楼板等等．但是，由
于数学上的困难，其静力与动力问题的解析求解一

直是一个难题．
钟万勰教授将辛几何方法引入弹性力学

中［４，５］，为理性地求解弹性力学问题开辟了新思

路．之后，许多学者利用辛方法在求解板的静力弯
曲问题方面作了大量的工作．文献［６，７］基于平面
弹性与薄板弯曲问题的相似性，通过引入弯矩函数

向量，由分离变量及本征向量展开方法得到了辛体

系下薄板弯曲问题的解析解．姚伟岸基于 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ
板弯曲问题的 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ－Ｒｅｉｓｓｎｅｒ变分原理，通过
引入对偶变量，导出Ｒｅｉｓｓｎｅｒ板弯曲问题的 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ对偶方程组［８］，从而将该问题导入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
体系，并求解出了零本征值的本征解，它们构成圣

维南问题的基本解．鲍四元，邓子辰探讨了 Ｍｉｎｄｌｉｎ
中厚板弯曲的辛求解方法［９］．鞠伟，岑松，龙驭球基
于Ｈａｍｉｌｔｏｎ解法详细计算了厚板弯曲的典型算例
［１０］．付宝连等用功的互等定理求解了厚矩形板
的弯曲［１１］．钟阳，李锐等构造了一种形式简洁的
Ｒｅｉｓｓｎｅｒ板弯曲求解辛体系［１２］．另外，辛几何方法
在结构的动力问题中的应用已经成为一个新的研

究方向［１３－１５］．然而，迄今鲜见有利用辛几何解法研
究中厚板自由振动问题的文献．

本文采用胡海昌教授在 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ板理论基础

上提出的中厚板微分方程及边界条件［１６］，将中厚

板自由振动问题的控制方程引入Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，利

用辛几何方法推导出了对边简支矩形中厚板自由

振动问题的精确解．在推导过程中，首先导出问题

的Ｈａｍｉｌｔｏｎ对偶方程，然后利用辛几何方法对全状

态向量进行分离变量，求出本征值及本征向量后，

再按本征函数展开的方法求出了问题的精确解．由

于求解过程直接从中厚板振动的基本方程出发，利

用数学方法求出问题的精确解，无须人为选定试函

数，从而使问题的求解更加理性化．求解方法易于

推广至其他任意边界条件．最后给出了数值算例以

验证本文推导计算的正确性．

１　矩形中厚板自由振动的哈密顿体系

矩形中厚板的三个广义位移可以用两个函数

表示如下［１６］：

　Ｗ＝Ｆ－ＤＣ
２Ｆ；　ｘ＝

Ｆ
ｘ
＋Ψ
ｙ
　ｙ＝

Ｆ
ｙ
－Ψ
ｘ
（１）

而板的自由振动的基本方程可以写成：

Ｄ２２Ｆ－ρω２（Ｆ－ＤＣ
２Ｆ）＝０ （２）

２Ψ－ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ）Ψ

＝０ （３）

其中：２ ＝
２

ｘ２
，Ｃ＝５６Ｇｈ为剪切刚度，Ｄ＝
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Ｅｈ３

１２（１－ｖ２）
为抗弯刚度，Ｇ＝ Ｅ

２（１＋Ｖ）为材料的剪切

模量．Ｅ，ｖ，ｈ，ρ，ω分别为材料的弹性模量，泊松比，
板的厚度，板单位面积的质量和板的固有频率．板
的内力分别为：

Ｍｘ＝－Ｄ
２Ｆ
ｘ２
＋ｖ

２Ｆ
ｙ２
＋（１＋ｖ）

２Ψ
ｘ[ ]ｙ （４）

Ｍｙ＝－Ｄ
２Ｆ
ｙ２
＋ｖ

２Ｆ
ｘ２
－（１＋ｖ）

２Ψ
ｘ[ ]ｙ （５）

Ｍｘｙ＝－Ｄ（１＋ｖ）
２Ψ
ｘｙ

－１２
２Ψ
ｙ２
－

２Ψ
ｘ( )[ ]２ （６）

Ｑｘ＝－Ｄ

ｘ

２Ｆ＋ＤＣ
Ψ
[ ]ｙ

Ｑｙ＝－Ｄ

ｙ

２Ｆ＋ＤＣ
Ψ
[ ]ｘ （７）

由式（４）和式（５）可以得到

Ｍｘ＋Ｍｙ＝－Ｄ
２Ｆ
ｘ２
＋ｖ

２Ｆ
ｙ２
＋

２Ｆ
ｙ２
＋ｖ

２Ｆ
ｘ[ ]２ ＝

　　－Ｄ（１＋ｖ）２Ｆ （８）

令Ｍ＝－
Ｍｘ＋Ｍｙ
Ｄ（１＋ｖ），则式（８）可以表示为

２Ｆ＝Ｍ （９）
将式（９）代入式（２）有

Ｄ２Ｍ－ρω２ Ｆ－ＤＣ( )Ｍ ＝０ （１０）

通过以上分析可知，只要解出函数 Ｆ（ｘ，ｙ）和

Ψ（ｘ，ｙ），就可以求出矩形中厚板问题的所有内力
和位移．于是问题归结为式（３），（９），（１０）的求解．

令

Ψ
ｙ
＝θ （１１）

由式（３）可得

θ
ｙ
＝ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ）Ψ－

２Ψ
ｘ２

（１２）

令

Ｆ
ｙ
＝α （１３）

Ｍ
ｙ
＝ρωＤβ （１４）

则（９），（１０）两式可写成

α
ｙ
＝Ｍ－

２Ｆ
ｘ２

（１５）

β
ｙ
＝Ｆ－ＤＣＭ－

Ｄ
ρω２
２Ｍ
ｘ２

（１６）

为了将问题导入 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，将式（１１）到

（１６）写成矩阵形式

Ｚ／ｙ＝ＨＺ （１７）
其中

Ｈ＝
０　Ｆ
Ｇ[ ]　０

，Ｆ＝

ρω２
Ｄ　０　０

　０　１　０











　０　０　１

，

Ｇ＝

－Ｄ
ρω２
２

ｘ２
－ＤＣ １ ０

１ －
２

ｘ２
０

０ ０ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ）－

２

ｘ

















２

，

Ｚ＝［Ｍ，Ｆ，Ψ，β，α，θ］Ｔ，因为 ＨＴ＝ＪＨＪ（其中 Ｊ＝

０ Ｉ３
－Ｉ３[ ]０为辛几何中的度量矩阵，Ｉ３为三阶单位
矩阵），说明Ｈ是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ算子矩阵，因此式（１７）
即为矩形中厚板自由振动问题在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系中
的一种表示．

按照辛几何方法，可以利用分离变量法求解方

程（１７），令
Ｚ＝Ｘ（ｘ）Ｙ（ｙ） （１８）

其中，Ｘ（ｘ）＝［Ｍ（ｘ），Ｆ（ｘ），Ψ（ｘ），β（ｘ），α（ｘ），θ
（ｘ）］．将（１８）式代入（１７）式可以得到

ｄＹ（ｙ）／ｄｙ＝μＹ（ｙ），　ＨＸ（ｘ）＝μＸ（ｘ） （１９）
式中μ为待求本征值，Ｘ（ｘ）为本征向量．方程（１９）
的第二式是本征值问题，其特征方程为

ｄｅｔ

－μ ０ ０ ρω２
Ｄ ０ ０

０ μ ０ ０ １ ０
０ ０ －μ ０ ０ １

Ｄ
ρω２
λ２ＤＣ １ ０ －μ ０ ０

１ λ２ ０ ０ μ ０

０ ０ ２Ｃ
Ｄ（１ｖ）λ

２ ０ ０ 



























μ

＝０

（２０）
展开行列式即得特征方程

　 λ２＋μ２－ ２Ｃ
Ｄ（１＋ｖ[ ]） ×

（λ２＋μ２）２＋ρω
２

Ｄ（λ
２＋μ２）－ρω

２

[ ]Ｄ ＝０ （２１）

即λ＝±ｉα１或λ＝±ｉα２或λ＝±ｉα３，其中

３０３
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α１＝
ω
２Ｃ

ρ
Ｄ（４Ｃ

２＋Ｄρω２）＋μ２＋ρω
２

槡槡 Ｄ

α２＝
ω
２Ｃ

ρ
Ｄ（４Ｃ

２＋Ｄρω２）－μ２－ρω
２

槡槡 Ｄ

α３＝
２Ｃ

Ｄ（１－ｖ）－μ槡
２ （２２）

于是方程的通解为

Ｍ＝Ａ１ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｂ１ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ１ｃｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ１ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ１ｃｈ（α３ｘ）＋Ｆ１ｓｈ（α３ｘ），
Ｆ＝Ａ２ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｂ２ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ２ｃｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ２ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ２ｃｈ（α３ｘ）＋Ｆ２ｓｈ（α３ｘ），

Ψ＝Ａ３ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｂ３ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ３ｓｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ３ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ３ｓｈ（α３ｘ）＋Ｆ３ｃｈ（α３ｘ），

β＝Ａ４ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｂ４ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ４ｃｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ４ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ４ｃｈ（α３ｘ）＋Ｆ４ｓｈ（α３ｘ），

α＝Ａ５ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｂ５ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ５ｃｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ５ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ５ｃｈ（α３ｘ）＋Ｆ５ｓｈ（α３ｘ），

θ＝Ａ６ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｂ６ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ６ｓｈ（α２ｘ）＋
　Ｄ６ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ６ｓｈ（α３ｘ）＋Ｆ６ｃｈ（α３ｘ） （２３）
由式（２３）可见，通解可分为关于ｙ轴对称和反

对称两部分．关于ｙ轴对称的振动为
Ｍ＝Ａ１ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ１ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ１ｃｈ（α３ｘ），
Ｆ＝Ａ２ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ２ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ２ｃｈ（α３ｘ），

Ψ＝Ａ３ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ３ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ３ｓｈ（α３ｘ），

β＝Ａ４ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ４ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ４ｃｈ（α３ｘ），

α＝Ａ５ｃｏｓ（α１ｘ）＋Ｃ５ｃｈ（α２ｘ）＋Ｅ５ｃｈ（α３ｘ），

θ＝Ａ６ｓｉｎ（α１ｘ）＋Ｃ６ｓｈ（α２ｘ）＋Ｅ６ｓｈ（α３ｘ）（２４）
其中各常数并不全独立．将式（２４）代回式（１９）的
第二式，可以得到各常数之间存在如下关系

Ａ２＝ＲＡ１，Ａ３＝Ａ６＝０，Ａ４＝
Ｄμ
ρω２
Ａ１，Ａ５＝μＲＡ１

Ｃ２＝ＳＣ１，Ｃ３＝Ｃ６＝０，Ｃ４＝
Ｄμ
ρω２
Ｃ１，Ｃ５＝μＳＣ１

Ｅ１＝Ｅ２＝Ｅ４＝Ｅ５＝０，Ｅ３＝Ｅ２／μ （２５）

其中Ｒ＝Ｄ２Ｃ－
１
２Ｃω

Ｄ
ρ
（４Ｃ２＋Ｄρω２槡

），Ｓ＝Ｄ２Ｃ＋
１
２Ｃω

Ｄ
ρ
（４Ｃ２＋Ｄρω２槡

）．同理容易讨论反对称振动的情

形．

２　对边简支矩形中厚板自由振动的辛本征解

ｘ方向对边简支板的边界条件为

ｘ＝±ａ／２：　Ｗ＝０；ｙ＝０；Ｍｘ＝０ （２６）
将式（２４），（２５）代入式（２６）得到

（ＣＲ－Ｄ）ｃｏｓ（ａα１／２）Ａ１＋（ＣＳ－Ｄ）ｃｈ（ａα２／２）Ｃ１＝０

Ｒμ２ｃｏｓ（ａα１／２）Ａ１＋Ｓμ
２ｃｈ（ａα２／２）Ｃ１－α３ｃｈ（ａα３／２）Ｅ６＝０

［ｖ－（１－ｖ）Ｒα２１］ｃｏｓ（ａα１／２）Ａ１＋［ｖ＋（１－ｖ）Ｓα
２
２］×

　ｃｈ（ａα２／２）Ｃ１＋（１－ｖ）α３ｃｈ（ａα３／２）Ｅ６













＝０

（２７）

令式（２７）的系数行列式为零，经化简即得到对边
简支矩形中厚板对称振动的本征值超越方程

ｃｏｓ（
ａα１
２）ｃｈ（

ａα２
２）ｃｈ（

ａα３
２）＝０ （２８）

由式（２８）得到α１＝
ｍπ
ａ或 α２＝

ｍπ
ａｉ或 α３＝

ｍπ
ａｉ（ｍ

＝１，３，５，…）．将它们代入式（２２），于是得到本征
值为

　μ⑴±ｍ＝± （
ｍπ
ａ）

２－ω２Ｃ
ρ
Ｄ（４Ｃ

２＋Ｄρω２槡
）－ρω

２

槡 Ｄ

　　　　（α１＝±
ｍπ
ａｉ） （２９）

或

　μ⑵±ｍ＝± （
ｍπ
ａ）

２＋ω２Ｃ
ρ
Ｄ（４Ｃ

２＋Ｄρω２槡
）－ρω

２

槡 Ｄ

　　　　（α２＝±
ｍπ
ａｉ） （３０）

或

μ⑶±ｍ＝± （
ｍπ
ａ）

２＋ ２Ｃ
Ｄ（１－ｖ槡 ）

，（α３＝±
ｍπ
ａｉ）

（３１）

求出了本征值，即可写出对应的本征向量．如 μ⑴ｍ
对应的本征向量为

Ｘ⑴ｍ（ｘ）＝［Ｑ１ｃｏｓ（α１ｘ），ｃｏｓ（α１ｘ），０，

　Ｔ１ｃｏｓ（α１ｘ），μ⑴ｍｃｏｓ（α１ｘ），０］
Ｔ （３２）

其中

Ｑ１＝
２Ｃ 槡ω ρ

Ｄ 槡ω ρ－ Ｄ（４Ｃ２＋Ｄρω２槡 ）
，

Ｔ１＝
２Ｃμ槡Ｄ

ρω２槡Ｄ－ω ρ（４Ｃ２＋Ｄρω２槡 ）
．

μ２ｍ对应的本征向量为

Ｘ⑵ｍ（ｘ）＝［Ｑ２ｃｈ（α２ｘ），ｃｈ（α２ｘ），０，

　Ｔ２ｃｈ（α２ｘ），μ⑵ｍｃｈ（α２ｘ），０］
Ｔ （３３）

其中

４０３
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Ｑ２＝
２Ｃ 槡ω ρ

Ｄ 槡ω ρ＋ Ｄ（４Ｃ２＋Ｄρω２槡 ）
，

Ｔ２＝
２Ｃμ槡Ｄ

ρω２槡Ｄ＋ω ρ（４Ｃ２＋Ｄρω２槡 ）
．

μ３ｍ对应的本征向量为

Ｘ⑶ｍ（ｘ）＝［０，０，ｓｈ（α３ｘ），０，０，μ⑶ｍｓｈ（α３ｘ）］
Ｔ

（３４）

将各本征向量中的μｍ替换为－μｍ，即得到 －μｍ对

应的本征向量Ｘ⑴－ｍ（ｘ），Ｘ⑵－ｍ（ｘ），Ｘ⑶－ｍ（ｘ）．Ｈａｍｉｌｔｏｎ
矩阵的本征向量之间存在着共轭辛正交关系，不难

验证，与 Ｘ（ｉ）ｍ 共轭的本征向量一定是 Ｘ
（ｉ）
－ｍ，即有

∫
ａ／２

－ａ／２
Ｘ（ｉ）Ｔｍ ＪＸ

（ｉ）
－ｍｄｘ≠０（ｉ＝１，２，３），其余本征向量之

间均为辛正交关系．
有了本征值、本征向量及共轭辛正交的性质，

就可以写出对边简支板对称振动的解为

Ｚ＝ ∑
∞

ｍ＝１，３，…
（ｆ⑴ｍｅμ

⑴ｍｙＸ⑴ｍ ＋ｆ⑴－ｍｅμ
⑴－ｍｙＸ⑴－ｍ＋

　ｆ⑵ｍｅμ
⑵ｍｙＸ⑵ｍ ＋ｆ⑵－ｍｅ

－μ⑵ｍｙＸ⑵－ｍ＋ｆ⑶ｍｅμ
⑶ｍｙＸ⑶ｍ ＋

　ｆ⑶－ｍｅμ
⑶－ｍｙＸ⑶－ｍ） （３５）

其中ｆ（ｋ）ｍ （ｋ＝１，２，３；ｍ＝±１，±３，±５，…）为待定
常数，它们由板在ｙ方向的边界条件确定．

３　矩形中厚板典型振动问题的精确解与数
值算例

为简化篇幅，本文得出对边简支另两边固支板

固有频率的精确解．其余边界条件下板频率的精确
解完全可以类似求出．

ｙ方向固支的板的边界条件为

ｙ＝０，ｂ：　Ｗ＝０；ｘ＝０；ｙ＝０ （３６）
由式（１）、（３５）及式（３６）可以得到关于待定常数
ｆ（ｋ）ｍ 的联立方程组，令其系数方阵的行列式为零，经
过化简，即得到板对称振动的频率方程为

β１β３［１＋δｂｍ
２β２（１＋β２２）］ｔｈ（

ｍπβ
２β１）＋

　β２β３［１＋δｂｍ
２β２（１－β２１）］ｔａｎ（

ｍπβ
２β２）－

　δｂｍ
２β２（β２１＋β

２
２）ｔｈ（

ｍπβ
２β３）＝０ （３７）

其中

β１＝
ｋ２ωδ

２
ｂ＋４ｋ槡 ω－ｋωδｂ
２ｍ２β２槡

＋１，

β２＝
ｋ２ωδ

２
ｂ＋４ｋ槡 ω＋ｋωδｂ
２ｍ２β２槡

＋１

β３＝
２

δｂｍ
２β２（１－ｖ）槡

＋１，

ｋω＝
ρｂ４ω２

Ｄπ２
，δｂ＝

Ｄπ２

Ｃｂ２
，β＝ｂａ （３８）

经过与对称振动类似的推导，可以得到板反对

称振动的频率方程为

β１β３［１＋δｂｍ
２β２（１＋β２２）］ｃｏｔｈ（

ｍπβ
２β１）－

　β２β３［１＋δｂｍ
２β２（１－β２１）］ｃｏｔ（

ｍπβ
２β２）－

　δｂｍ
２β２（β２１＋β

２
２）ｃｏｔｈ（

ｍπβ
２β３）＝０ （３９）

算例：计算了不同边长比和弯剪刚度比情况下

泊松比的对边简支另两边固支矩形中厚板的最低

固有频率系数．计算结果如表１所示，表中括号里
列出了已有文献［１７］用半逆法计算得到的结果以
便对比．显然，本文所给的解与参考文献完全一致，
从而证明本文解法与推导是正确的．

表１　对边简支另两边固支矩形中厚板的最低固有频率系数

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｌｏｗｅｓｔｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ

ｍｏｄｅｒａｔｅｌｙｔｈｉｃｋｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓｗｉｔｈ

ｔｗｏｏｐｐｏｓｉｔｅｅｄｇｅｓｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｓｃｌａｍｐｅｄ

β
δｂ

０．２ ０．４ ０．６ ０．８ １．０ １．５ ２．０

０
（５．２４０）
５．２４００５

（５．５６２）
５．５６２５１

（６．１６２）
６．１６２１０

（７．１３２）
７．１３２３３

（８．６０４）
８．６０４４５

（１５．１９）
１５．６８６１

（３０．７６）
３０．７６５１

０．０１
（４．９８７）
４．９８７２０

（５．２８７）
５．２８７０７

（５．８４６）
５．８４６１８

（６．７５３）
６．７５３０５

（８．１３１）
８．１３０６５

（１４．７４）
１４．７３７９

（２８．６２）
２８．６２４４

０．０５
（４．１７９）
４．１７８５４

（４．４１５）
４．４１５１２

（４．８６１）
４．８６１４３

（５．５９３）
５．５９２８６

（６．７１０）
６．７０９８５

（１２．０２）
１２．０１６９

（２２．７０）
２２．７０４８

０．１０
（３．４７２）
３．４７２２０

（３．６６２）
３．６６１９５

（４．０２５）
４．０２４９２

（４．６２６）
４．６２６４４

（５．５４９）
５．５４９２７

（９．８７９）
９．８７９５０

（１８．２３）
１８．２３４４

０．２０
（２．５９３）
２．５９３０２

（２．７７３）
２．７３３１８

（３．００７）
３．００６８５

（３．４６６）
３．４６６３５

（４．１７２）
４．１７１９９

（７．３９０）
７．３８９９７

（１３．２１）
１３．２０８８

０．４０
（１．７２１）
１．７２０６０

（１．８１９）
１．８１８５２

（２．０１３）
２．０１３２６

（２．３４１）
２．３４１４３

（２．８３９）
２．８３８９０

（４．９９１）
４．９９１３２

（８．５８５）
８．５８５４０

０．６０
（１．２８８）
１．２８７６９

（１．３６６）
１．３６５９５

（１．５２２）
１．５２２１２

（１．７８３）
１．７８３２５

（２．１７３）
２．１７２５５

（３．７９２）
３．７９１７９

（６．３７６）
６．３７６０５

０．８０
（１．０２９）
１．０２９１３

（１．０９６）
１．０９５５１

（１．２２８）
１．２２７６２

（１．４４６）
１．４４６１９

（１．７６７）
１．７６７０６

（３．０６４）
３．０６３６２

（５．０７５）
５．０７４９４

１．００
（０．８５７）
０．８５７２４１

（０．９１５）
０．９１５４４

（１．０３１）
１．０３０６４

（１．２１９）
１．２１９１９

（１．４９２）
１．４９２３８

（２．５７２）
２．５７２４６

（４．２１６）
４．２１６１２

４　结论

将矩形中厚板自由振动问题的控制方程导入

５０３



动　力　学　与　控　制　学　报 ２００９年第７卷

Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系表示成正则方程，建立了问题的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ求解体系，在辛空间中利用分离变量与本
征展开方法推导出了矩形中厚板典型问题的精确

振动解．由于求解过程不需人为选定振幅函数，而
是直接从中厚板的基本方程出发，推导出完全满足

控制方程和边界条件的解析解，从而使问题的求解

更理性化和合理化．求解过程遵循一套统一的方法
论，易于推广至任意边界条件，因而有望得到更多

振动问题的精确解，这将构成本文的后续工作．
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ｔｉｃｅｌａｓｔｉｃｉｔｙａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｅｘａｃｔｆｒｅｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒＫｉｒｃｈｈｏｆｆｐｌａｔｅｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉ

ｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，２００９，４７：１３１～１４０

１６　胡海昌．弹性力学的变分原理及其应用．北京：科学

出版社，１９８１（ＨｕＨａｉｃｈａｎｇ．Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｉｎｅ

ｌａｓｔｉｃｉｔｙａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，１９８１

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１７　中国科学院力学研究所．夹层板壳的弯曲稳定和振

动．北京：科学出版社，１９７７（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ，

ＣｈｉｎｅｓｅＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅ．Ｆｌｅｘｕｒｅ，ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｖｉｂｒａ

ｔｉｏｎｏｆｓａｎｄｗｉｃｈｐｌａｔｅｓａｎｄｓｈｅｌｌｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，

１９７７（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））
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ＺｈｏｎｇＹａｎｇ　ＬｉＲｕｉ　ＴｉａｎＢｉｎ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｉｖｉｌａｎｄＨｙｄｒａｕｌｉｃＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＤａｌｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｄａｌｉａｎ　１１６０２４，Ｃｈｉｎａ）
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