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摘要　利用一种可以计算自治非线性系统周期解及周期的改进打靶法，求解了神经元电活动 Ｒｏｓｅ－Ｈｉｎｄ

ｍａｒｓｈ（ＲＨ）模型自发放电的周期解和周期；计算了周期放电的Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子并分析了周期解的分岔，如倍

周期分岔，鞍－结分岔．研究结果有助于进一步理解神经放电模式转迁的动力学和生物学意义．
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引言

非线性系统的周期解及其分岔是非线性研究

的重要的领域之一［１］．神经元通过电、化学活动实
现神经系统的调节、控制等功能，是复杂的非线性

系统．其放电活动表现出复杂的非线性现象，如混
沌、随机共振、分岔等［２－６］．其中与从平衡点到极限
环相关的就有 Ｈｏｐｆ分岔和不变圆的鞍 －结分岔
等［７，８］，而在不同周期数的周期放电之间的分岔有

加周期分岔［９］等，还有从周期到混沌的倍周期分岔

和切（鞍－结）分岔等［１０－１２］．神经元系统是高度的
非线性系统，是含有快慢多个时间尺度的动力系

统［７，８］，这是其能够产生这些复杂非线性现象的原

因．近期的生物学研究表明，不同的放电模式可能
有不同的生物学意义［１３］．因此，研究神经元放电模
式的分岔具有重要的动力学和生物学意义．

打靶法［１４－１６］是广泛地应用于计算各类非线性

动力系统的周期解及周期的有效方法，特别是对于

外周期信号激励的非线性系统．对于自治非线性系
统，由于其周期是未知的，普通打靶法难以用来求

其周期解．在文献［１６］中，李德信和徐健学对普通
打靶法进行了改进，将周期也作为一个参数一起参

与打靶过程，可以求解自治非线性系统周期轨道及

周期．Ｆｌｏｑｕｅｔ理论［１７，１８］通过计算系统周期解的

Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子是一种有效的判断其稳定性和分
岔的方法，已广泛用于判断周期运动的稳定性及其

分岔［１９－２１］．
到目前为止，神经系统周期解的分岔的实验和

数值模拟的研究较多［２－６，１０－１２］，计算 Ｆｌｏｑｕｅｔ特征

乘子进行分岔的研究较少，虽然已有研究利用软件

Ｃｏｎｔｅｎｔ或Ｍａｔｃｏｎｔ和ＸＰＰ对神经元周期放电模式
进行了分岔分析［２２］．另外，在实际计算过程中，对

于这类含有多时间尺度的神经元模型，这些软件在

进行周期解分岔研究中表现出了不稳定性，有时得

不出合理的结果，实用性较弱．
为此，本文应用文献［１６］提出的改进打靶法，

计算神经元模型 Ｒｏｓｅ－Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ（ＲＨ）模

型［１０－１２］的周期解，计算解的 Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子，判

断周期解的分岔类型（包括倍周期分岔、鞍 －结分
岔等）．

１　改进打靶法求解神经元模型周期解和
Ｆｌｏｑｕｅｔ理论

首先一般地讨论如何求解神经元模型周期解

的问题．神经元模型一般都是非线性自治系统．本
文采用李德信和徐健学的改进的打靶法［１６］求神经

元模型的周期解．具体算法思想如下．
一个单参数的神经元模型可以表示成一般的

非线性自治微分方程组的形式：

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ，ｔ，α）　ｘ，ｆ∈Ｒ

ｎ；ｔ，α∈Ｒ （１）

式中α为物理参数，其稳态周期解为ｘｐ，周期为Ｔ，

即

ｘｐ＝ｘｐ（ｔ＋Ｔ） （２）

从式（１）中可以看出系统的周期并没有显式
地出现在系统方程中．为使系统的周期Ｔ值显式地
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出现在方程中，对系统（１）实施变换ｔ＝Ｔτ，得

　
ｄｘ
ｄτ
＝Ｔｆ（ｘ，Ｔτ，α）

ｒ（ｓ）＝ｘ（０，ｓ）－ｘ（１，ｓ）
{

＝０
　ｘ，ｆ∈Ｒｎ；ｔ，α∈Ｒ

（３）
式中α为物理参数，其中Ｔ即为原系统式（１）的周
期轨道的周期，这样系统（３）的周期轨道的周期为
１，ｘ（０，ｓ）表示初始时刻系统的状态向量，ｘ（１，ｓ）表
示在周期末了时刻系统的状态向量．系统（１）周期
轨道的周期是一个待求值，而系统（３）的周期轨道
的周期是一个已知值．打靶法的实质是把边值问题
化为初值问题求解，求非线性自治系统的周期解就

是求式（３）形式的边值问题．可给定初值，然后用
四阶龙格－库塔（Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ）法求解 ｓ．满足给
定精度，即可得到系统的周期解及周期．

为了考察系统（１）的周期解的稳定性，设（１）
的周期解为ｘ（ｔ），周期为 Ｔ，下列矩阵初值问题的
解为（ｔ）：


·

＝ｆｘ（ｘ，ｔ，α），　（０）＝Ｉ （４）
其中，ｆｘ（ｘ，ｔ，α）为式（１）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，Ｉ为单位矩
阵，则称Ｍ（α）＝（Ｔ）为式（１）的单值矩阵（ｍｏｎｏ
ｄｒｏｍｙｍａｔｒｉｘ），该单值矩阵的特征值称为周期解的
Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子．周期解的稳定性的判别准
则［１６，１７］为：除１以外的其它特征值决定了周期解
的稳定性，即当其它特征值的模都小于１时，周期
解ｘ（ｔ）是稳定的，而当其它特征值中至少有一个
特征值的模大于１时，则周期解是不稳定的．这说
明有特征值｜ｕｊ｜＝１时，周期解就会发生分岔，具体
情况如下：

?如果系统所有的Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子｜ｕｊ｜＜１（ｊ
＝１，２，…，Ｎ）时，系统（１）周期解为渐近稳定．?
如果系统有一个特征乘子ｕｋ通过!

１点穿过单位
圆，而系统其它的特征乘子｜ｕｊ｜ｊ≠ｋ＜１时，则系统
（１）稳定的周期解将发生倍周期分岔．? 如果系统
有一个特征乘子ｕｋ通过＋１点穿过单位圆，而其它
的特征乘子｜ｕｊ｜ｊ≠ｋ＜１时，则系统（１）稳定的周期
解将发生鞍 －结分岔．? 如果系统有一对共轭的
复特征乘子ｕｋ＝ａ±ｂｉ穿过单位圆，而系统其它的
特征乘子｜ｕｊ｜ｊ≠ｋ＜１，则系统（１）稳定的周期解将发
生Ｈｏｐｆ分岔．

实际计算过程中，一般的数值积分方法较难得

到不稳定的周期解．因此，在数值仿真提示的周期

解分岔点附近，随着分岔参数逐步逼近分岔点，计

算稳定轨道的Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子，若有特征值 ｕｊ的

模按照?、?、?的三种方式之一接近１时，提示该
周期解发生了相应的分岔．

２　ＲＨ神经元模型

ＲＨ神经元模型是广泛应用于研究神经元放

电的数学模型［１０－１２］，能展示丰富的神经元电活动

行为，如周期峰、混沌的峰、周期簇和混沌簇放电模

式等［２，１０－１２］．ＲＨ神经元模型由下列三阶非线性

自治微分方程组构成

ｘ＝ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉ

ｙ＝ｃ－ｄｘ２－ｙ
ｚ＝ｒ［ｓ（ｘ－ｘ０）－ｚ］

（５）

其中ｘ代表神经细胞的膜电位，ｙ是与内电流（例

如Ｋ＋）相关的恢复变量，ｚ表示与 Ｃａ２＋激活的 Ｋ＋

电流相关的慢变调节电流．ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｒ，ｓ以及 ｘ０是

参数，Ｉ表示背景电流．
设模型（５）的稳态周期解为ｘ（ｔ），周期为Ｔ，则
ｘ（ｔ）＝ｘ（ｔ＋Ｔ） （６）
从式（５）中可以看出系统的周期 Ｔ并没有显

式地出现在系统方程中．为使系统的周期Ｔ值显式
地出现在方程中，对系统（５）实施变换ｔ＝Ｔτ，得

ｘ＝Ｔ（ｙ－ａｘ３＋ｂｘ２－ｚ＋Ｉ）

ｙ＝Ｔ（ｃ－ｄｘ２－ｙ）
ｚ＝Ｔｒ［ｓ（ｘ－ｘ０）－ｚ］

（７）

其周期解满足ｘ（０，ｒ）＝ｘ（１，ｒ），ｙ（０，ｒ）＝ｙ（１，ｒ），ｚ
（０，ｒ）＝ｚ（１，ｒ）．其中 Ｔ即为原系统式（５）的周期
轨道的周期，这样系统（７）的周期轨道的周期为
１，ｘ（０，ｒ），ｙ（０，ｒ），ｚ（０，ｒ）表示初始时刻系统的状
态向量，ｘ（１，ｒ），ｙ（１，ｒ），ｚ（１，ｒ）表示在周期末了时
刻系统的状态向量．这样求系统（５）的周期解就转
化成求系统（７）的边值问题．Ｉ＝３．２８和 ｒ＝０．０３６８
的Ｒｏｓｅ－Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ模型边值问题的周期解如图１
所示．

本文中固定ＲＨ神经元模型的参数为 ａ＝１．

０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，ｄ＝５．０，ｓ＝４．０，ｘ０＝－１．６，外激
励电流Ｉ作为条件参数，参数ｒ作为分岔参数．

Ｉ分别取３．２８，２．９，和２．６５，从 ｒ＝０．０４开始
逐渐减少到ｒ＝０．０，通过数值仿真得到了神经电活
动的三类不同的分岔序列，如图２所示，纵标为变

８９２
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量的极大值（ｚｍａｘ）．

图１　ＲＨ神经元模型在Ｉ＝３．２８，ｒ＝０．０３６８处的边值

问题的周期解．模型的其它参数值为：

ａ＝１．０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，ｄ＝５．０，ｓ＝４．０和ｘ０＝－１．６

Ｆｉｇ．１　ＰｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎＲｏｓｅＨｉｎｄｍａｒｓｈ

ｍｏｄｅｌ（ａｔＩ＝３．２８，ｒ＝０．０３６８）．Ｏｔｈｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓａｒｅ

ａ＝１．０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，ｄ＝５．０，ｓ＝４．０ａｎｄｘ０＝－１．６

图２　ＲＨ神经元模型的变量ｚｍａｘ随参数ｒ降低的分岔图．

 Ｉ＝３．２８； Ｉ＝２．９； Ｉ＝２．６５．模型的其它参数值为：

ａ＝１．０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，ｄ＝５．０，ｓ＝４．０和ｘ０＝－１．６

Ｆｉｇ．２　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｘｍａｘｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｄｅｃｒｅａｓｅｏｆ

ｒ ｉｎＲｏｓｅＨｉｎｄｍａｒｓｈｍｏｄｅｌ． Ｉ＝３．２８； Ｉ＝２．９ａｎｄ Ｉ＝２．６５．

Ｏｔｈｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓａｒｅａ＝１．０，ｂ＝３．０，ｃ＝１．０，

ｄ＝５．０，ｓ＝４．０ａｎｄｘ０＝－１．６

３　ＲＨ神经元模型中周期解的分岔

当Ｉ＝３．２８时，ｒ≈０．０３６５是从周期一到周期
二的分岔点，在该分岔点的周期一有一个 Ｆｌｏｑｕｅｔ
特征乘子接近－１（例如，在ｒ＝０．０３６８处的特征乘
子是ｕ＝ －０．９９２３４１９）；ｒ≈０．０１７１是从周期二到
周期四的分岔点，在该分岔点附近的周期二有一个

Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近－１（例如，在ｒ＝０．０１７２处的
特征乘子是ｕ＝ －０．９８６９３０７）；ｒ≈０．０１４７３是从周
期四到周期八的分岔点，在该分岔点附近的周期四

有一个Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近 －１（例如，在 ｒ＝０．
０１４７５处的特征乘子是 ｕ＝ －０．９８５１７８８）．ｒ≈０．
００９１是从周期三到周期六的分岔点，在该分岔点
附近的周期三有一个Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近－１（例
如，在 ｒ＝０．００９２处的特征乘子是 ｕ＝ －０．
９７５０４９１）．

当Ｉ＝２．９时，ｒ≈０．０３６５是从周期一到周期二
的分岔点，在该分岔点的周期一有一个 Ｆｌｏｑｕｅｔ特
征乘子接近－１（例如，在ｒ＝０．０３６８处的特征乘子
是ｕ＝ －０．９９２７０１９）；ｒ≈０．０１６８是从周期二到周
期四的分岔点，在该分岔点附近的周期二有一个

Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近－１（例如，在 ｒ＝０．０１７处的
特征乘子是ｕ＝ －０．９８６１８９７）；ｒ≈０．００９３是从周
期三到周期六的分岔点，在该分岔点附近的周期三

有一个Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近 －１（例如，在 ｒ＝０．
００９３２处的特征乘子是ｕ＝ －０．９９５１１１３）．

当Ｉ＝２．６５时，ｒ≈０．０３是从周期一到周期二
的分岔点，在该分岔点的周期一有一个 Ｆｌｏｑｕｅｔ特
征乘子接近－１（例如，在 ｒ＝０．０３２处的特征乘子
是ｕ＝ －０．９７９１４８４）；ｒ≈０．００６３是从周期三到周
期四的分岔点，在该分岔点的周期三有一个 Ｆｌｏ
ｑｕｅｔ特征乘子接近－１（例如，在 ｒ＝０．００６５处的特
征乘子是ｕ＝ －０．９７６０８７８）；ｒ≈０．００４２３是从周期
四到周期五的分岔点，在该分岔点的周期四有一个

Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近 －１（例如，在 ｒ＝０．００４２４处
的特征乘子是 ｕ＝ －０．９９５８５０６）．根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ理
论，上述分岔都是倍周期分岔．

当Ｉ＝２．９时，ｒ≈０．０１２６１５时，从图２可以
看出，这是周期三到混沌的分岔点．在该分岔点附
近的周期三有一个 Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子接近１（例如
在ｒ＝０．０１２６１４５处的特征乘子是ｕ＝０．９７７２８６７）．
根据Ｆｌｏｑｕｅｔ理论知道，周期解发生鞍－结分岔，也
就是切分岔现象．

４　讨论与结论

本文运用一种改进打靶法获得了 ＲＨ神经元
模型的周期解，同时利用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论，对ＲＨ神经
元模型在不同参数下的周期解的分岔进行了研究，

获得了倍周期分岔、鞍 －结分岔，给出了转迁规律
的动力学概念和机制，结果对于认识神经元电活动

模式的转迁规律，具有重要的基础性意义；也为进

一步揭示放电节律的生物学意义奠定了基础．

９９２
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在以前的神经放电实验研究中，人们根据分岔

的表观现象就认为分岔是倍周期［２］；在较多的数学

模型数值研究中［１０－１２］，只是根据数值模拟的分岔

的表观特征就认定了 Ｉ＝３．２８，Ｉ＝２．９时的倍周期
分岔，以及Ｉ＝２．６５时周期一到周期二的倍周期分
岔，Ｉ＝２．９时从周期三到混沌的切分岔；本文则进
一步计算了 Ｆｌｏｑｕｅｔ特征乘子，进一步提高了研究
结果的可信度．更为重要的是，在以前，当 Ｉ＝２．６５
时，从周期三到周期四，以及从周期四到周期五的

分岔根据表观特征被称为“加周期分岔”，本研究

则揭示了其动力学机制，周期三的失稳、周期四的

失稳是经过倍周期分岔实现的，这是一个新的结

论．
本文结果还说明，改进打靶法结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ理

论研究复杂的神经元放电节律的转迁模式是可行

的．但是，由于打靶法对初值比较敏感，当求解的边
值区间较大时易出现打靶不稳定的问题；此外，神

经元模型具有强非线性和多时间尺度的特性，在某

些分岔点附近需要很高的计算精度才能获得可信

的结果，目前采用的数值近似方法还不能对每个分

岔点都获得可信的结果；还有，对于非稳定周期解

无法求解，这些问题都还有待于进一步研究．
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