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几个非线性偏微分方程的非古典对称及相似解

郭华　郑丽霞　白银
（内蒙古工业大学理学院，呼和浩特　０１００５１）

摘要　研究了一些非线性偏微分方程的非古典势对称和非古典对称，得到了某些方程的新的势对称和新的

对称，同时也得到了其伴随系统的新的对称，并求出了一些相似解．这些解对进一步研究这些非线性偏微分

方程所描述的物理现象具有广泛的应用价值．

关键词　非线性偏微分方程，　非古典势对称，　非古典对称，　相似解

引言

近年来，非线性现象在物理领域的作用越来越

重要，许多物理问题中都存在大量的重要的非线性

问题，而其中许多问题的研究最终能用非线性偏微

分方程来描述，所以寻找其精确解具有重要意义．
Ｋｄｖ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，作为物理学中重要的非线性偏
微分方程之一，可看作最简单的耗散模型之一，是

人们在研究含气泡的液体流动以及弹性管道中的

液体流动问题时提出的．而非线性扩散方程，则可
以描述许多物理过程中的扩散过程，比如等离子体

物理和流体动力学中的扩散过程．
本文对Ｋｄｖ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程、一个非齐次非线性

扩散方程和方程ｋｔ＝ｋ
２（ｋθθ＋ｋ）进行了研究．我们

主要采用了Ｊｏｈｎｐｉｌｌａｌ和Ｋａｒａ提出的非古典势对称
论计算出了第一个方程的非古典势对称，同时采用

文献［１］中新的势对称的方法研究了第二个方程
的非古典势对称，以及计算出了第三个方程的非古

典对称．得到了原方程及其伴随系统的一些新的对
称，并求出了原方程的一些相似解．

现在以有两个自变量的偏微分方程为例，给出

求偏微分方程非古典势对称的一般步骤：

假设ｕ（ｘ，ｔ）满足的偏微分方程可以写成守恒
形式（散度形式）

Ｄｘｆ（ｘ，ｔ，ｕ（１），…，ｕ（ｍ－１））－
　Ｄｔｇ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ（１），…，ｕ（ｍ－１））＝０ （１）

引入势函数ｖ，得到原方程（１）的伴随系统

ｖ
ｔ
＝ｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ（１），…，ｕ（ｍ－１）

ｖ
ｘ
＝ｇ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ（１），…，ｕ（ｍ－１）{ ）

（２）

假设方程组（２）具有如下形式的Ｌｉｅ对称群生成元

Ｖ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｘ
＋τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｔ

＋

　（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕ
＋η（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖ

（３）

为了寻找方程（１）的非古典势对称群生成元，就要
附加下面的不变曲面条件

τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕｔ＋ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕｘ－＝０

τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖｔ＋ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖｘ－η{ ＝０
（４）

然后利用式（２）和式（４）求出偏导数 ｕｔ，ｕｘ，ｖｔ，ｖｘ，
并将它们代入到对称群确定方程组中

Ｖ（ｍ－１）（ｖ
ｔ
－ｆ）｜ｖ

ｔ－ｆ＝０，
ｖ
ｘ－ｇ＝０

＝０

Ｖ（ｍ－１）（ｖ
ｘ
－ｇ）｜ｖ

ｔ－ｆ＝０，
ｖ
ｘ－ｇ＝０

{ ＝０
（５）

得到确定方程组，进一步就可以求出 ξ，τ，，η．只
要对称群生成元系数函数 ξ，τ，中的任何一个显
含ｖ（η不作此要求）或者ξ２ｖ＋τ

２
ｖ＋

２
ｖ≠０，则称Ｖ就

是（１）的一个非古典势对称．

１　Ｋｄｖ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程

ｕｔ＋ｕｕｘ－αｕｘｘ＋βｕｘｘｘ＝０　（α、β≠０） （６）

其伴随系统为

ｖｘ＝ｕ，

ｖｔ＝－
１
２ｕ

２－βｕｘｘ＋αｕ{ ｘ

（７）
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由（７）进一步得到（６）的伴随积分方程

ｖｔ＋
１
２ｖ

２
ｘ－αｖｘｘ＋βｖｘｘｘ＝０ （８）

首先，设（７）的Ｌｉｅ对称向量为（３），对 Ｖ进行二阶
延拓

Ｖ（２）＝Ｖ＋（１）ｘ

ｕｘ
＋（１）ｔ


ｕｔ
＋η（１）ｘ


ｖｘ
＋

　η（１）ｔ

ｖｔ
＋（２）ｘｘ


ｕｘｘ
＋（２）ｘｔ


ｕｘｔ
＋（２）ｔｔ


ｕｔｔ
＋

　η（２）ｘｘ

ｖｘｘ
＋η（２）ｘｔ


ｖｘｔ
＋η（２）ｔｔ


ｖｔｔ

把Ｖ（２）作用到系统（７）中，得到

η（１）ｘ －＝０

η（１）ｔ ＋ｕ－α
（１）
ｘ ＋β

（２）
ｘｘ

{ ＝０
（９）

将系统（７）和不变曲面条件（４）联立，可得 ｖｘ，ｖｔ，
ｕｘｘ的表达式．再将它们代入到（９）里，由（９）的第一

式可得＝η（１）ｘ ＝Ｃ＋Ｂｕ＋Ａｕ
２，其中Ｃ＝ηｘ－

η
ττｘ
，

Ｂ＝ηｖ－ξｘ＋
ξ
ττｘ
－η
ττｖ
，Ａ＝ξ

ττｖ
－ξｖ．为了减少运

算量，可设ξ＝ξ（ｘ，ｔ，ｖ），τ＝τ（ｘ，ｔ，ｖ），η＝η（ｘ，ｔ，
ｖ）．把的表达式代入到（９）的第二式里，得到了
一个关于ｕ，ｕ２，ｕ３，ｕ４，ｕｘ，ｕ

２
ｘ，ｕｕｘ，ｕ

２ｕｘ的多项式．令
其各项系统为零，则得到了系统（７）的确定方程
组．求解此确定方程组很困难，我们这里只能对如
下两种情况进行求解．
１．ξｘ＝τｘ＝０，系统（７）的确定方程组变为

ατ２ηｘｘ－βτ
２ηｘｘｘ－τ

２ηｔ＋ττｔη＝０

ξｔτ
２－ττｔξ－τ

２ηｘ＝０

－６βτ２τｖηｖｖ＋６βτ
２τｖｖηｖ－２βτ

３ηｖｖｖ＋２βτ
２τｖｖｖη＝０

τηｖ＝τｖη

ξτｖ＝ξｖ













τ
所以得到了Ｋｄｖ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程的非古典势对称

Ｖ１＝ｔｖ

ｘ
＋ｖ
ｔ
＋（ｘｕ＋ｖ）

ｕ
＋ｘｖ
ｖ
，

Ｖ２＝ａ（１＋ｖ＋
ｖ２
２）

ｘ
＋（ｖ＋１＋ｖ

２

２）

ｔ
＋

　ｂ（１＋ｖ）ｕ
ｕ
＋ｂ（１＋ｖ＋ｖ

２

２）

ｖ

ａ，ｂ是任意不为零的常数．下面对 Ｖ１、Ｖ２进行讨
论．
１）将 Ｖ１向方程（８）进行投影，可以得到特征

方程

ｄｘ
ｔｖ＝
ｄｔ
ｖ＝
ｄｖ
ｘｖ （１０）

积分（１０）式可以求得

ζ１＝ｘ－
ｔ２
２

ｖ＝－ｔ
３

３＋ｘｔ＋ｆ（ζ１
{ ）

（１１）

其中ｆ（ζ１）满足常微分方程：βｆ（ζ１）－αｆ
＂（ζ１）＋

ｆ′２（ζ１）
２ ＋ζ１＝０．

则得到原方程（６）的一个解

ｕ１（ｘ，ｔ）＝ｔ＋ｆ
′（ｘ－ｔ

２

２）

２）同理可得Ｖ２对应的不变解

ｕ２（ｘ，ｔ）＝
１２α２ｅ

α
５β（ｘ－

６α２
２５βｔ）

２５β［１＋ｅ
α
５β（ｘ－

６α２
２５βｔ）］２

＋

　 １２α２

２５β［１＋ｅ
α
５β（ｘ－

６α２
２５βｔ）］２

２．τ＝１，得到了伴随系统（７）的一个非古典对称

Ｖ３＝ｔ

ｘ
＋
ｔ
＋
ｕ
＋ｘ
ｖ
．

同时可验证Ｖ３是原方程（６）的对称．

２　一个非齐次非线性扩散方程

对于一般的非齐次非线性扩散方程

ｆ（ｘ）ｕｔ＝［ｇ（ｘ）ｕ
ｎｕｘ］ｘ （１２）

当且仅当 ｎ＝－２或者 ｎ＝－２３，（１２）才存在势对

称．那么下面研究扩散方程
ｕｔ＝［ｇ（ｘ）ｕ

－２ｕｘ］ｘ （１３）
的非古典势对称．

采用文献［１］提出的方法，可设方程（１３）的伴
随系统是

ｖｘ＝ｋ（ｘ）ｕ

ｖｔ＝ｋ（ｘ）ｇ（ｘ）
ｕｘ
ｕ２
－{ ａ
ｕ

（１４）

其中ｋ′（ｘ）ｇ（ｘ）＋ａ＝０．
对（１４）的 Ｌｉｅ对称向量 Ｖ进行一阶延拓，把

Ｖ（１）作用到系统（１４）中，从而得到
η（１）ｘ －ξｋ

′ｕ－ｋ＝０

η（１）ｔ －ｋ
′ｇξ
ｕｘ
ｕ２
－ｋｇ′ξ

ｕｘ
ｕ２
＋２ｋｇ
ｕ３
ｕｘ－

　ｋｇ
ｕ２
（１）ｘ －

ａ
ｕ２












 ＝０

（１５）

０９２
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将（１４）与不变曲面条件（４）联立，可得

ｖｔ＝
η
τ
－ξ
τ
ｋｕ，ｕｘ＝

η
ｋｇτ
ｕ２－ξｇτ

ｕ３＋ａｋｇｕ，

ｕｔ＝

τ
－ξη
ｋｇτ２
ｕ２＋ξ

２

ｇτ２
ｕ３－ａξｋｇτ

ｕ

为了减少运算量，可设ξ＝ξ（ｘ，ｔ，ｖ），τ＝τ（ｔ），

η＝η（ｔ，ｖ）．将 ｖｘ，ｖｔ，ｕｘ，ｕｔ代入到（１５）里．由（１５）

的第一式可得＝ηｖｕ－ξｘｕ－ξ
ｋ′
ｋｕ－ｋξｖｕ

２．把的

表达式代入到（１５）的第二式里，得到了一个关于

ｕ，ｕ２，ｕ－１的多项式，令其各项系统为零，则得到了

系统（１４）的确定方程组．根据文献［１］，我们只讨

论下面两种情况：

１．ｋ（ｘ）＝１ｘ，ｇ（ｘ）＝ｘ
２，ａ＝１系统（１４）的确定方

程组变为

ηｔ＋
ηηｖ
τ
－
τｔη
τ
－ξηｘτ

＋
ξｘη
τ
＝０

ξｘ－
ξ
ｘ＋ｘξｘｘ－ηｖ＝０

－
ξηｖ
ｘτ
－
ξｔ
ｘ＋
τｔξ
ｘτ
＋ξ

２

ｘ２τ
－ξξｘτ

＝０

ηｖｖ














＝０

（１６）

求解（１６），得到了系统（１４）的非古典对称

Ｖ４＝ｘ

ｘ
＋
ｔ
，　Ｖ５＝ｘ


ｘ
＋
ｔ
＋
ｖ
．

这些都是（１４）的新的对称，并且都是原方程（１３）

的对称．下面对Ｖ４、Ｖ５进行讨论．

１）将Ｖ４向方程（１３）投影，得到特征方程

ｄｘ
ｘ＝
ｄｔ
１＝
ｄｕ
０ （１７）

积分（１７）式可得

ζ２＝ｌｎｘ－ｔ

ｕ＝ｆ（ζ２{ ）

其中ｆ（ζ２）满足方程：

ｆ＂（ζ２）ｆ（ζ２）＋ｆ（ζ２）ｆ
′（ζ２）－２ｆ

′２（ζ２）＋

　ｆ′（ζ２）ｆ
３（ζ２）＝０

解得

ｃａｒｃｔａｎ（
－ｃ＋２ｆ（ζ２）

－４－ｃ槡
２
）

－４－ｃ槡
２

＋ｌｎｆ（ζ２）－
１
２ｌｎ（－１－

ｃｆ（ζ２）＋ｆ
２（ζ２））－ζ２＝０

则可得原方程（１３）的一个解ｕｘ（ｘ，ｔ），它满足

ｃａｒｃｔａｎ（
－ｃ＋２ｕ３
－４－ｃ槡

２
）

－４－ｃ槡
２

＋ｌｎｕ３－
１
２ｌｎ（－１－ｃｕ３＋

　ｕ２３）－ｌｎｘ＋ｔ＝０
其中ｃ为任意常数．

２）同理得到了Ｖ５对应的三个特解

ｕ４（ｘ，ｔ）＝ｃ１ｉｘ，ｕ５（ｘ，ｔ）＝－ｃ１ｉｘ，

ｕ６（ｘ，ｔ）＝
－ｘ

－１＋ｘｃ２
其中ｃ１为任意非零常数，ｃ２为任意常数．

２．ｋ（ｘ）＝１３，ｇ（ｘ）＝－
１
ｘ２
，ａ＝１，系统（１４）的确定

方程组变为

ηｔ＋
ηηｖ
τ
－
τｔη
τ
－ξηｘτ

＋
ξｘη
τ
＝０

ξｘ＋
３ξ
ｘ－

ｘ
３ξｘｘ－ηｖ＝０

－
ξηｖｘ
τ
－ξｔｘ＋

ξτｔｘ
τ
＋ξ

２

τ
－
ξξｘｘ
τ
＝０

ηｖｖ














＝０

（１８）

求解（１８），得到了系统（１４）的又一个非古典

对称Ｖ６＝ｘ

ｘ
＋４ｔ

ｔ
＋４ｖ

ｖ
．这也是（１４）的新的

对称，但不是原方程（１３）的对称．

３　方程ｋｔ＝ｋ
２（ｋθθ＋ｋ）

为方便起见，我们考虑方程

ｕｔ＝ｕ
２ｕｘｘ＋ｕ

３ （１９）
设（１９）的Ｌｉｅ对称向量为

Ｖ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ）ｘ
＋τ（ｘ，ｔ，ｕ）ｔ

＋（ｘ，ｔ，ｕ）ｕ
为了得到（１９）的非古典对称，首先需要附加不变
曲面条件

ξｕｘ＋τｕｔ－＝０ （２０）
对Ｖ进行二阶延拓，并作用到（１９）上，得到

（１）ｔ －２ｕｕｘｘ－ｕ
２（２）ｘｘ －３ｕ

２＝０ （２１）

将（１９）和（２０）联立，可得 ｕｔ，ｕｘｘ的表达式．再将它
们代入到（２１）里，得到了（１９）的确定方程组，进一
步得到（１９）的一个新的对称

Ｖ７＝ａｔｕ

ｘ
＋ｔｕ
ｔ

ａ是任意不为零的常数．则可得原方程（１９）的一个

解ｕ７（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｘ－ａｔ），

１９２
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其中ζ３＝ｘ－ａｔ，ｆ（ζ３）满足：ｆ
２（ζ３）ｆ

＂（ζ３）＋ａｆ
′（ζ３）

＋ｆ３（ζ３）＝０．

４　结论及展望

综上所述，我们得到了 Ｋｄｖ－Ｂｕｒｇｅｒｓ方程（６）
的非古典势对称Ｖ１和 Ｖ２，并求出了其对应的相似
解ｕ１（ｘ，ｔ）和 ｕ２（ｘ，ｔ）．我们也得到了其伴随系统
（７）的一个非古典对称 Ｖ３．同时，得到了非齐次非
线性扩散方程的伴随系统（１４）的非古典对称 Ｖ４、

Ｖ５、Ｖ６，以及方程ｋｔ＝ｋ
２（ｋθθ＋ｋ）的非古典对称 Ｖ７．

求出了Ｖ４对应的相似解 ｕ３（ｘ，ｔ）．也找到了 Ｖ５对
应的三个特解ｕ４（ｘ，ｔ）、ｕ５（ｘ，ｔ）和ｕ６（ｘ，ｔ），得到了
Ｖ７对应的一个解 ｕ７（ｘ，ｔ）．结果表明：只有第一种
方程存在非古典势对称，同时只有 Ｖ３、Ｖ４、Ｖ５是原
方程的对称．偏微分方程存在非古典势对称的充分
条件是什么，以及什么条件下伴随系统的对称才是

原方程的对称，这些都是有待于研究的问题．
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