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摘要　建立了在移动质量减速运动情况下，通过获取梁的挠度响应曲线，数值仿真实验获得耦合系统的基

频；在移动质量匀速运动情况下，通过获取梁的跨中挠度响应曲线，数值仿真实验获得梁的基频；以及用来

计算耦合系统各阶固有频率的特征值方法的理论．数值算例结果表明，这类耦合系统的各阶固有频率不仅

与质量比有关，而且与位置比也有关，若用梁的固有频率取代耦合系统的固有频率或用实验值代替理论值

有时会产生较大的误差．

关键词　移动质量，　梁，　固有频率，　仿真实验法，　特征值计算法

引 言

固有频率是结构的重要动力特性之一，确定或计

算固有频率是结构动力分析的主要任务之一．车桥耦
合系统、弹炮耦合系统和重物桥吊系统等，通常可以

简化为移动质量与梁耦合系统［１－１０］．长期以来，在工
程实际中通常用梁的固有频率取代耦合系统的固有

频率，或经跑车、刹车或跳车等动载实验方法获得的

结果作为梁的固有频率［１１］．本文的研究结果表明，这
样做有时会产生较大的误差．建立了在移动质量减速
运动情况下，通过获取梁的挠度响应曲线，数值仿真

实验获得耦合系统的基频；在移动质量匀速运动情况

下，通过获取梁的跨中挠度响应曲线，数值仿真实验

获得梁的基频；以及用来计算耦合系统各阶固有频率

的特征值方法的理论．研究了系统的各阶固有频率随
移动的质量与梁的质量的比值，以及移动质量在梁上

的相对位置的变化规律．数值算例结果表明，这类耦
合系统的各阶固有频率不仅与质量比有关，而且与位

置比也有关，若用梁的固有频率取代耦合系统的固有

频率或用实验值代替理论值有时会产生较大的误差．
本文的研究对桥梁的动态设计、动力性能评估以及振

动的控制具有一定的指导意义．

１　基本理论

考察图１所示移动质量与梁耦合系统，其振动

微分方程为：

图１　耦合系统的力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄａｌｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍ

ＥＩｙ＂＂＋ｍ̈ｙ＝Ｍ０（ｇ－ｙ̈－ξ
¨ｙ′）ｄ（ｘ－ξ） （１）

式中：Ｍ０和ξ
¨
分别为移动质量和其加速度，ＥＩ和ｍ

分别为梁的弯曲刚度和单位长度质量，ｙ（ｘ，ｔ）为梁
上ｘ处在ｔ瞬时的挠度，ｇ为重力加速度，δ为狄拉
克函数．设

ｙ（ｘ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ） （２）

式中ｉ（ｘ）（ｉ＝１，２，…，Ｎ）为梁的第 ｉ阶模态函
数．将式（２）代入式（１）有

∑
Ｎ

ｉ＝１
ＥＩ＂＂ｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ）＋∑

Ｎ
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ｍｉ（ｘ）̈ｑｉ（ｔ）＝Ｍ０｛ｇ－

　ｙ̈（ｘ，ｔ）－ξ¨ｙ′（ｘ，ｔ）｝δ（ｘ－ξ） （３）
式（３）两端同时乘以 ｊ（ｘ），并沿［０，Ｌ］积分，注意
到模态函数的正交性：

∫
Ｌ
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０，　ｉ≠ｊ
Ｍｉ，

{ 　ｉ＝ｊ
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式中Ｍｉ和Ｋｉ分别为梁的第ｉ阶模态主质量和模态
主刚度，又因为有

ｙ（ξ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｉ（ξ）ｑｉ（ｔ）＋ξ

·

′ｉ（ξ）ｑｉ（ｔ）］（６）

ｙ̈（ξ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｉ（ξ）̈ｑｉ（ｔ）＋２ξ

·

′ｉ（ξ）ｑｉ（ｔ）＋

　ξ¨′ｉ（ξ）ｑｉ（ｔ）＋ξ
·２＂ｉ（ξ）ｑｉ（ｔ）］ （７）

于是式（３）可写成：

　Ｍｉ̈ｑｉ（ｔ）＋ω
２
ｉＭｉｑｉ（ｔ）＝Ｍ０｛ｇ－∑

Ｎ

ｊ＝１
［ｊ（ξ）̈ｑｊ（ｔ）＋

２ξ
·

′ｊ（ξ）ｑｊ（ｔ）＋ξ
¨′ｊ（ξ）ｑｊ（ｔ）＋

ξ
·２＂ｊ（ξ）ｑｊ（ｔ）－ξ

¨∑
Ｎ

ｊ＝１
′ｊ（ξ）ｑｊ（ｔ）｝ｉ（ξ） （８）

式（８）也可写成如下的矩阵形式：
［Ｍ］｛̈ｑ｝＋［Ｃ］｛ｑ｝＋［Ｋ］｛ｑ｝＝｛Ｐ｝ （９）

其中

［Ｍ］＝ｄｉａｇ｛Ｍｉ｝＋Ｍ０ｄｉａｇ｛ｉ（ξ）｝［Φ（ξ）］

（１０）

［Ｃ］＝２Ｍ０ξ
·

ｄｉａｇ｛ｉ（ξ）｝［Φ
′（ξ）］ （１１）

［Ｋ］＝ｄｉａｇ｛Ｍｉω
２
ｉ｝＋２Ｍ０ξ

¨ｄｉａｇ｛ｉ（ξ）｝×

［Φ′（ξ）］＋Ｍ０ξ
·２ｄｉａｇ｛ｉ（ξ）｝［Φ

＂（ξ）］（１２）

｛Ｐ｝＝Ｍ０ｇ｛１（ξ），２（ξ），…，Ｎ（ξ）｝
Ｔ （１３）

ωｉ（ｉ＝１，２，…）为梁的各阶固有频率；［Φ（ξ）］为梁

的模态函数矩阵，而［Φ′（ξ）］，［Φ＂（ξ）］则分别是
［Φ（ξ）］关于移动质量的位置坐标ξ的一阶和二阶
导数矩阵．

利用方程（９），在移动质量减速运动情况下，
通过获取梁的挠度响应曲线，可以数值仿真实验获

得耦合系统的基频 ω^１，本文称其为刹车仿真实验
法；

利用方程（９），在移动质量匀速运动情况下，
通过获取梁的跨中挠度响应曲线，可以数值仿真实

验获得梁的基频ω１，本文称其为跑车仿真实验法．
又令

｛ｑ｝＝｛Ｑ｝ｓｉｎ^ωｔ （１４）
代入式（９）有

（［Ｋ］－^ω２［Ｍ］）｛Ｑ｝＝０ （１５）
可得移动质量与梁耦合系统的特征方程：

｜［Ｋ］－^ω２［Ｍ］｜＝０ （１６）

解此方程就可得移动质量与梁耦合系统的各

阶固有频率 ω^ｉ（ｉ＝１，２，…），本文称其为特征值计
算法．

该法除了可用来求耦合系统的各阶固有频率

外，还可用来讨论影响耦合系统固有频率的各种因

素，且其数学和力学意义清晰，故系本文重点推介

的方法．
从理论的推导过程可以看出，上述三种方法计

算固有频率，对梁的边界条件未加任何限制，只要

能写出梁的模态函数的解析表达式就能应用，因而

适用范围较广．

２　算例分析

以移动质量与简支梁耦合系统为例，说明系统

的固有频率的计算与分析．
定义质量比和位置比分别为：

λ＝
Ｍ０
ｍＬ；　β＝

ξ
Ｌ （１７）

简支梁的各阶固有频率和模态函数分别为：

ωｉ＝（
ｉπ
Ｌ）

２ ＥＩ
槡ｍ

，

ｉ（ｘ）＝ｓｉｎ
ｉπ
Ｌｘ　（ｉ＝１，２，…） （１８）

梁的参数取为：

ＥＩ＝１．２７５×１０１１Ｎ·ｍ２；
ｍ＝１．２×１０４ｋｇ／ｍ；Ｌ＝５０ｍ．
按式（１８），简支梁的前三阶固有频率的理论

计算值分别为：

ω１＝１２．８６８４ｒａｄ／ｓ，
ω２＝５１．４７３５ｒａｄ／ｓ，
ω３＝１１５．８１５５ｒａｄ／ｓ （１９）
按特征值计算法，移动质量与简支梁耦合系统

的前三阶固有频率随质量比 λ和位置比 β的变化
分别列于表１上方的一组数据以及表２和表３所
示，表中频率的单位为ｒａｄ／ｓ．
表１　耦合系统的基频随质量比和位置比的变化与比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆ１ｓｔｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄ
ｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｍａｓｓｒａｔｉｏａｎｄｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ

λ
（ｍａｓｓｒａｔｉｏ）

β（ｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏ）
０ １／６ １／４ １／３ １／２

１／３００ １２．８７１２ １２．８６０４ １２．８４９７ １２．８３９１ １２．８２８５
１／３００ １２．８７１２ １２．５６６４ １３．０９００ １２．８２２８ １２．８２２８
１／１２０ １２．８７１２ １２．８４４４ １２．８１７８ １２．７９１４ １２．７６５２
１／１２０ １２．８７１２ １２．５５６４ １３．０９００ １２．５６６４ １２．８２２８
１／７５ １２．８７１２ １２．８２８４ １２．７８６０ １２．７４４２ １２．７０２８
１／７５ １２．８７１２ １２．５５６４ １２．８２２８ １２．５６６４ １２．８２２８
１／３０ １２．８７１２ １２．７６４８ １２．６６０９ １２．５６００ １２．４６２１
１／３０ １２．８７１２ １２．５６６４ １２．５６６４ １２．３２００ １２．８２２８

１７２
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表２　耦合系统的第２阶固有频率随质量比和位置比的变化

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆ２ｎｄｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄ

ｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｍａｓｓｒａｔｉｏａｎｄｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ

λ
（ｍａｓｓｒａｔｉｏ）

β（ｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏ）
０ １／６ １／４ １／３ １／２

１／３００ ５１．４７４９ ５１．３４６７ ５１．３０４６ ５１．３４７４ ５１．４７４９
１／７５ ５１．４７４９ ５１．１５６３ ５１．０５４１ ５１．１６０３ ５１．４７４９
１／３０ ５１．４７４９ ５０．９６８１ ５０．８０９２ ５０．９７８２ ５１．４７４９
１／３０ ５１．４７４９ ５０．２３８０ ４９．８８３０ ５０．２９６０ ５１．４７４９

表３　耦合系统的第３阶固有频率随质量比和位置比的变化

Ｔａｂｌｅ３　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆ３ｒｄｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄ

ｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｍａｓｓｒａｔｉｏａｎｄｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｉｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ

λ
（ｍａｓｓｒａｔｉｏ）

β（ｐｏｓｉｔｉｏｎｒａｔｉｏ）
０ １／６ １／４ １／３ １／２

１／３００ １１５．８１５９１１５．４３４８１１５．６２５６１１５．８１５９１１５．４３４４
１／１２０ １１５．８１５９１１４．８８１０１１５．３４９９１１５．８１５９１１４．８７８３
１／７５ １１５．８１５９１１４．３４７８１１５．０８５４１１５．８１５９１１４．３４１０
１／３０ １１５．８１５９１１２．３９９３１１４．１２６２１１５．８１５９１１２．３６０７

由表１，可算出耦合系统的基频值的误差在０
与３．１７９％之间变化；由表２，可算出第２阶固有频
率值的误差在０与３．０９３％之间变化；由表３，可算
出第３阶固有频率值的误差在０与２．９８３％之间变
化．

为了揭示耦合系统的各阶固有频率随质量比

和位置比的变化规律，按特征值计算法的结果，绘

出该耦合系统的前三阶固有频率随质量比 λ和位
置比β变化的三维图形分别如图２、图３和图４所
示．

图２　耦合系统的第１阶固有频率随λ和β变化的三维图

Ｆｉｇ．２　３－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｃｈａｎｇｅｇｒａｐｈｏｆ１ｓｔｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈλａｎｄβ

由以上三图可以清晰地看到，移动质量与简支

梁耦合系统的各阶固有频率随质量比 λ基本按线
性规律变化，且质量比愈大固有频率愈低；各阶固

有频率随位置比β呈简谐函数规律变化，且阶数愈

高波数愈多，

一阶为半波，二阶为全波，三阶为１．５倍全波．

图３　耦合系统的第２阶固有频率随λ和β变化的三维图

Ｆｉｇ．３　３－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｃｈａｎｇｅｇｒａｐｈｏｆ２ｎｄｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈλａｎｄβ

图４　耦合系统的第３阶固有频率随λ和β变化的三维图

Ｆｉｇ．４　３－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｃｈａｎｇｅｇｒａｐｈｏｆ３ｒｄｓｔｅｐｎａｔｕｒａｌ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈλａｎｄβ

综上所述，移动质量与梁耦合系统的各阶固有

频率并非常数，而与系统的质量比和位置比有关；

若用梁的固有频率代替耦合系统的固有频率有时

会产生较大的误差．

图５　移动质量匀减速至梁中点停止时梁中点的挠度时间历程

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｃｏｕｒｓｅｏｆｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｂｅａｍａｓａｍａｓｓ

ｍｏｖｅｓｗｉｔｈｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｅｃｅｌｅｒａｔｅｄｍｏｔｉｏｎｕｎｔｉｌｉｔ

ｓｔｏｐｓａｔｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｏｆｂｅａｍ
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第３期 彭献等：移动质量与梁耦合系统固有频率的计算与分析

表１还给出了用刹车仿真实验法获得的耦合
系统的基频，详见表中下方的那组数据．图５给出
了其中的移动质量匀减速至梁中点停止时梁中点

的挠度时间

历程样本，据此样本可换算得到给定质量比及

该位置时的耦合系统的基频．由表１可算出，两种
方法获得的基频值误差在０与２．８％之间变化．与
式（１９）中的基频理论计算值误差在０．０２１８％与４．
２６％之间变化．

图６给出了跑车仿真实验法获得的一个时间
历程样本，同理据此样本可换算得到梁的基频．本
例的基频值为，与式（１９）中的梁的基频理论计算
值误差为１．９５５％；与表１中的耦合系统的基频值
误差在１．６５％左右．

图６　移动质量匀速运动时梁中点的挠度时间历程

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｃｏｕｒｓｅｏｆｔｈｅｍｉｄ－ｓｐａｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｂｅａｍａｓａｍａｓｓｍｏｖｅｓｗｉｔｈｕｎｉｆｏｒｍｍｏｔｉｏｎ

３　结 论

移动质量与梁耦合系统的各阶固有频率并非

常数，而与系统的质量比和位置比有关，若用梁的

固有频率取代耦合系统的固有频率有时会产生较

大的误差．三种方法获得的基频均存在一定误差，
若用实验值代替理论值有时也会产生较大的误差．

上述结论对于桥梁的动态设计、动力性能评估

以及振动的控制具有一定的指导意义．
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