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摘要　本文研究了含有免疫作用的易感染者－感染者－移出者传染病模型（即 ＳＩＲ模型）在复杂网络上的

动力学行为，讨论了免疫作用对疾病传播的影响．当接种比例大于零时，传染率需要跨越更大的传染临界值

疾病才能流行，且随着时间的增大传染临界值也增大．所以通过接种疫苗确实可以起到预防和控制疾病在

复杂网络上传播的作用．具体讨论了具有分片线性传染力的 ＳＩＲ模型在无标度网络上的流行病传播阈值，

并运用分片线性传染力得到了传播阈值为正的条件．接着分析了各种免疫策略的 ＳＩＲ模型，得出各类免疫

后的传播阈值，并进行了数值模拟和比较．在相同的免疫概率下，目标免疫比随机免疫、近邻免疫、主动免疫

更为有效．

关键词　ＳＩＲ模型，　无标度网络，　传染力，　免疫，　流行病阈值

引 言

许多复杂系统可用网络来刻画［４，８，１９，２０，２１］，其

中许多网络的节点度服从幂律分布［４，８，１９］，这类网

络称为无标度网络．幂函数曲线下降比指数衰减相
对缓慢，这使得度很大的节点可以在真实网络中存

在，其数量虽较小但不可忽略．像蛋白质网络，因特
网，万维网 （ＷＷＷ），社会网络等一些大尺度真实
网络都呈无标度性质．现实世界中的各种传播现象
可以抽象到复杂网络上建立数学模型加以研究．例
如，疾病在人群中的流行，谣言在社会中的散播，交

通流等，都可以看作复杂网络上服从某种规律的传

播行为．本文主要研究无标度网络上的疾病模型．
疾病传播模型的研究可以追溯到１７６０年Ｄａｎ

ｉｅｌＢｅｒｎｏｕｌｌｉ对天花的研究，其中最著名的是由
Ｋｅｒｍａｃｋ和Ｍｃｋｅｎｄｒｉｃｋ创立于１９２７年的 ＳＩＳ模型
和ＳＩＲ模型［１，２］．ＳＩＲ疾病传播模型是指：被感染的
个体一旦被治愈则具有永久的免疫能力，或者不能

被治愈而导致死亡，从而不能再去感染其它处于易

感态的个体．在实际传播中，易感个体只有通过接
触染病个体才能被传染，如果把每个个体用网络中

的一个节点代表，两个个体可能接触就在相应的节

点之间连一条边．当一个易感节点的相邻节点是患
病节点时，疾病就会以一定概率感染易感节点，这

样，传统的传播模型就可以自然地推广到一般传播

网络中．经典的传播理论认为［１７］，个体的传染力

（感染点在一个时间步内感染易感点的概率）等于

它的度，由此得到传染阈值 λｃ＝＜ｋ＞／＜ｋ
２＞，其

中＜ｋ＞为度的平均值．由于无标度网络 ＜ｋ２＞→
∞，因此λｃ→０，即在无标度网络中，无论传播强度
多么小，疾病都能持久存在．假设传染力为常数
Ｃ［４］，则可得传染阈值λｃ＝１／Ｃ．表明了在无标度网
络中，阈值跟传染力有密切关系．但传染力实际上
不可能是一个恒定的值．比如天花病毒，感染者不
可能在一个日程内感染与它相邻的所有易感者．传
染力应是一个与度ｋ成一定关系的函数值，并存在
一个常数上界 Ａ．基于此，本文假设在 ＳＩＲ模型中
传染力是一个分片线性函数 φ（ｋ）［５］，当一个节点
的度ｋ相对较小时，其传染力与ｋ成比例，即φ（ｋ）
＝αｋ，０＜α＜１；而当 ｋ＞Ａ／α时，其传染力趋近于
它的上界Ａ，即 φ（ｋ）＝Ａ．这样的传染力更接近于
现实．在本文中我们利用该分片线性传染力得到了
ＳＩＲ模型在无标度网络的传播阈值，上界满足一定
条件时，就存在正的传染阈值．

目前由于现代化与经济全球化浪潮，城市化导

致人口密度快速增大，各种传染病对人类造成巨大

威胁．对传染病的控制的研究是迫在眉睫的任务．
目前研究最多的是通过对部分人接种疫苗而有效
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地控制疾病的传播．本文在第三节详细分析了各种
免疫方案下的 ＳＩＲ模型，计算出相应的传播阈值，
发现在相同免疫率下，目标免疫比随机免疫、熟人

免疫、及主动免疫更为有效．这在本文第四节的数值
模拟中可清晰看出．本文的第五节对全文作了小结．

１　ＳＩＲ疾病传播模型

在ＳＩＲ模型中，每个节点处于三种状态，即易
感态，感染态，或移出态．在每一个时间步内每个易
感点与一个或多个感染点接触，其被感染的概率为

λ，同时，并假设每个感染点成为移出点的概率为
１．Ｓｋ（ｔ），Ｉｋ（ｔ），Ｒｋ（ｔ）分别表示在ｔ时刻易感者，感
染者，移出者在度为 ｋ的节点中所占的比例，则三
者满足：

Ｓｋ（ｔ）＋Ｉｋ（ｔ）＋Ｒｋ（ｔ）＝１

利用平均场理论可以得到如下模型［６］：

ｄＳｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ），

ｄＩｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ）－Ｉｋ（ｔ），

ｄＲｋ（ｔ）
ｄｔ ＝Ｉｋ（ｔ











 ）

（１）

其中Θ（ｔ）＝Θ（ｋ，ｔ）表示任意一条给定的边与一
个被感染节点相连接的概率．如果（１）的实际感染
概率λ大于λｃ

［７］，感染个体能将病毒传播扩散；如

果λ低于 λｃ，则病毒将不会大范围传播，终会消
失．所以说只要我们提高传播阈值就可以抑制疾病
传播（概率意义下）．本文主要考虑度无关联的网
络［５，６，７，８］，这样可以得到：

Θ（ｔ）＝ １
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）Ｉｋ′

其中φ（ｋ）表示度为 ｋ的结点的传染力，这里的无
标度网络［４，５，８，１２，１５］的度分布函数ｐ（ｋ）满足ｐ（ｋ）＝
Ｃ－１ｋ－２－γ，０＜γ＜１．Ｃ＝ζ（２＋γ）是黎曼ζ函数．

２　具有分片线性传染力的ＳＩＲ模型的流行
病阈值

我们定义分片线性传染力 φ（ｋ）＝ｍｉｎ（αｋ．
Ａ），其中０＜α＜１，Ａ是一个正的常数，则φ（ｋ）＝Ａ
或φ（ｋ）＝αｋ．

根据动力学的稳定性理论，我们考虑平衡

ｄＲｋ（ｔ）
ｄｔ ＝０即Ｒｋ（ｔ）＝１－Ｓｋ（ｔ）．这里假设方程组

（１）初始条件为：
Ｒｋ（０）＝０，Ｉｋ（０）≈０，Ｓｋ（０）≈１．

由方程组（１）第一个式子可得到：Ｓｋ（ｔ）＝ｅ
－λｋ（ｔ）

其中（ｔ）＝∫
ｔ

０
Θ（τ）ｄτ．

设Ｓｋ（∞）＝ｌｉｍｔ→∞Ｓｋ（ｔ），这样得到：

Ｓｋ（∞）＝ｅ
－λｋ（∞）；Ｒｋ（∞）＝１－ｅ

－λｋ（∞） （２）

由（ｔ）＝ １
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）Ｒｋ′那么我们对Θ（ｔ）

的分析可以转化为对（ｔ）的分析．接下来对 （ｔ）
中的求导得到：

ｄ（ｔ）
ｄｔ ＝ １

＜ｋ＞∑ｋ′
ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）Ｉｋ′＝

１
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）（１－Ｓｋ′（ｔ）－Ｒｋ′（ｔ））＝

１
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）（１－Ｓｋ′（ｔ）－φ（ｔ））

当ｔ→∞时，根据实际意义得到：Ｉｋ（∞）＝０，那么

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｄ（ｔ）
ｄｔ ＝０．自然得到：

∞ ＝
１
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）（１－ｅ－λｋφ（∞））≡ｆ

（∞）
当∞ ＝０时，ｆ（∞）＝０；而式（２）要有非零

解，只要
ｄｆ（∞）
ｄ∞

｜∞＝０＞１，从而有
λ
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ

（ｋ′）ｋ′＞１，

由此可得：λ＞ ＜ｋ＞
＜ｋφ（ｋ）＞

＝
∑
ｋ
ｋｐ（ｋ）

∑
ｋ
ｋφ（ｋ）ｐ（ｋ）

．

为了得出上式的近似值，假设含有ｋ函数为连
续可积的，网络的尺度为足够大，用积分代替求和，

就可得到：

λｃ＝

１－γ
αｍ

（
Ａ
αｍ
）１－γ－γ

，　０＜γ＜１

１

αｍ（１＋ｌｎＡαｍ
）

，　γ＝















１

（３）

其ｍ为网络中最小的连接度．
当αｋ＜Ａ时，从（３）式可得当Ａ→＋∞时，λｃ→

０，这与φ（ｋ）＝αｋ相符；而当 αｋ＞Ａ时，可得 λｃ→
１
Ａ，这与φ（ｋ）＝Ａ相符．因此前面所设的分片线性

传染力φ（ｋ）是合适的．当Ａ≥ｍγ
１
１－γ或Ａ≥ｍｅ－１时，

５６２
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λｃ都是正数．

３　ＳＩＲ模型的各种免疫

３．１　 随机免疫
随机免疫策略就是完全随机地选取网络中的

一部分节点进行免疫．先定义一个δ为接种免疫概
率，０＜δ＜１，那么系统方程（１）变成：

ｄＳｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋ（１－δ）Ｓｋ（ｔ）Θ（ｔ）－δＳｋ（ｔ），

ｄＩｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋ（１－δ）Ｓｋ（ｔ）Θ（ｔ）－Ｉｋ（ｔ），

ｄＲｋ（ｔ）
ｄｔ ＝Ｉｋ（ｔ）＋δＳｋ（ｔ











 ）

类似上一节计算出：Ｓｋ（ｔ）＝ｅ
－λｋ（１－δ）（∞）－δｔ；Ｒｋ（∞）

＝１－（１－δ）ｅ－λｋ（１－δ）（∞）－δｔ．

　（ｔ）＝ １
＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ

′）φ（ｋ′）∫
ｔ

０
Ｉｋ′（τ）ｄτ＝

１
＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ

′）φ（ｋ′）（Ｒｋ′（ｔ）－∫
ｔ

０
Ｓｋ′（τ）ｄτ），

ｄ（ｔ）
ｄｔ ＝ １

＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ
′）φ（ｋ′）（１－Ｓｋ′（ｔ）－

δ∫
ｔ

０
Ｓｋ′（τ）ｄτ）－（ｔ）．

ｆ
→
（∞） ＝ １

＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ
′）φ（ｋ′）（１ －

ｅ－λｋ′（１－δ）（∞）－δｔ）－∫
ｔ

０
ｅ－λｋ′（１－δ）（∞）－δｔｄτ，因为 ∞ ＝０

是方程的一个解，为了得到一个非平凡解只要下面

的不等式成立：

ｄ
ｄ∞

１
＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ

′）φ（ｋ′）（１－ｅ－λｋ′（１－δ）（∞）－δｔ）－

δ∫
ｔ

０
ｅ－λｋ′（１－δ）（∞）－δｔｄτ｜（∞）＝０ ＞１

由此得到：
λ（１－δ）
＜ｋ＞ ∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）ｋ′＞１．

λ
→
ｃ＞

＜ｋ＞
（１－δ）＜ｋφ（ｋ）＞

＝ １
（１－δ）λｃ

（４）

从（４）可以看到，当接种免疫的概率 δ＝０时，

有λ
→
ｃ＝λｃ，也就是说没有接种免疫时，它们的临界

值是相等的．当０＜δ＜１时，λ
→
ｃ＞λｃ，即疾病要传播

需要跨越比原来更大的阈值才能流行．而且随着 δ
的增大，阈值也随着增大，符合了数值模拟得到的

图（３）．当 δ→１时，则 λ
→
ｃ→∞，就是说全面免疫后

疾病是不可能流行的．

３．２　目标免疫

目标免疫［１６］是针对无标度网络所设计的一种

特别的有效的免疫策略．因为对无标度网络有选择

地免疫少量度值非常大的节点，而这些节点的免疫

意味着它们所连接的边从网络中去除，流行病传播

的可能途径大大减少．首先我们定义一个接种的免

疫概率δｋ，

δｋ＝
１，　ｋ＞κ，
ｃ，　ｋ＝κ
０，　ｋ＜

{
κ

其中κ为免疫的临界值（节点的度大于 κ进行免

疫），０＜ｃ＜１，∑
ｋ′
δｋ′ｐ（ｋ

′）＝δ－，其中 δ－表示免疫的平

均概率．那么得到的相应的系统为：

ｄＳｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋ（１－δｋ）Ｓｋ（ｔ）Θ（ｔ）－δｋＳｋ（ｔ），

ｄＩｋ（ｔ）
ｄｔ ＝λｋ（１－δｋ）Ｓｋ（ｔ）Θ（ｔ）－Ｉｋ（ｔ），

ｄＩｋ（ｔ）
ｄｔ ＝Ｉｋ（ｔ）＋δｋＳｋ（ｔ











 ）

计算出Ｓｋ（ｔ）＝ｅ
－λｋ（１－δｋ）（ｔ）－δｋｔ．

很显然可以得到：

Ｒｋ（∞）＝１－（１－δｋ）ｅ
－λｋ（１－δｋ）（∞）－δｋｔ，

ｆ
ˇ
（∞）＝

１
＜ｋ＞∑ｋ′ｐ（ｋ

′）φ（ｋ′）（１－

ｅ－λｋ′（１－δｋ′）（∞）－δｋ′ｔ）－δｋ′∫
ｔ

０
ｅ－λｋ′（１－δｋ′）（∞）－δｋ′τｄτ．

类似上述分析可得：

λ
ˇ

ｃ＞
＜ｋ＞

＜ｋφ（ｋ）＞－＜δｋｋφ（ｋ）＞
（５）

文献［５］中已经分析：λ
ˇ

ｃ＞
（１－δ）
（１－δ－）

λ
→
ｃ．

从上述等式可以看到，当 δ－＝δ时，λ
ˇ

ｃ＞λ
→
ｃ，说明目

标免疫比随机免疫更为有效，符合了图（２）中的结
果．

３．３　近邻免疫
目标免疫虽然有效，但是这种策略需要知道网

络全局信息．所以本节介绍近邻免疫［５，１０，１２］，其基

本思想是：从 Ｎ个节点中随机选取 ｐＮ个节点，其
中０＜ｐ＜１，假设这些节点的度为 ｋ，则从每个被选
出的节点随机选择一个最近邻结点进行免疫，选中

概率为
ｋｐ（ｋ）
Ｎ（ｋ）

［５，１７］

，从而其接种免疫的概率为 δｋ＝

６６２
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ｋｐ（ｋ）
Ｎ（ｋ）．ｐＮ＝

ｐ
（ｋ）ｋｐ（ｋ）代入（５）可得：

　λ
ˇ

ｃ＝
（１－δ－）＜φ（ｋ）ｋ＞－σ

＜ｋφ（ｋ）＞－ ｐ
ζ（２＋γ）＜ｋ＞

＜ｋ－γφ（ｋ）＞
λ
＾

ｃ

其中σ＝＜（δｋ－δ
－
）（φ（ｋ）ｋ－＜φ（ｋ）ｋ）＞．

根据［５］中的分析可以得到：λ
ˇ

ｃ＝Λλ
＾

ｃ＝．其中 Λ＞
０．这表明近邻免疫与目标免疫有可比性．从数值模
拟图（１）中可以看出近邻模拟比目标免疫的效果
确实差点，但是可行性强．且当ｐ值越大时，也就是
所进行免疫的人数越多时，免疫效果越好，这正与

图（４）中结果相符．
３．４　主动免疫

主动免疫指的是：选择感染的点，若其近邻的

度值κ，则对该近邻进行免疫．我们定义它的接种
免 疫 为 δ－ｋ． 那 么 免 疫 后 系 统 为：

ｄＳｋ（ｔ）
ｄｔ ＝－λｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ），

ｄＩｋ（ｔ）
ｄｔ ＝λｋＳｋ（ｔ）Θ（ｔ）－（１＋δ

－
ｋ）Ｉｋ（ｔ），

ｄＲｋ（ｔ）
ｄｔ ＝（１＋δ－ｋ）Ｉｋ（ｔ











 ）

其中 δ－ｋ＝
１
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）δｋ′＝
＜ｋδｋ＞
＜ｋ＞．

ｆ
＾
（∞）＝

１
＜ｋ＞∑ｋ′

ｐ（ｋ′）φ（ｋ′）
１＋δ－ｋ

（１－ｅ－λｋ′（∞））．

类似于前几节的分析得到：

λ
＾

ｃ＝
＜ｋ＞＋＜ｋδｋ＞
＜ｋφ（ｋ）＞

＝λｃ＋
＜ｋδｋ＞
＜ｋφ（ｋ）＞

＞λｃ

且κ越低，传播阈值越高，免疫的效果越明显．

４　数值模拟

本节用数值模拟来比较无标度网络上ＳＩＲ模型
的各种免疫策略的效果．我们把无标度网络理想化
取γ＝１，度的分布函数为κ－３．其中参数假设：α＝１，
Ａ＝２０表示感染者的活动的能力为在一个时间步内
最多与２０人接触．根据以往研究，网络的平均度＜ｋ
＞＝６．在考虑阈值模拟的时候，ＳＩＲ模型区别ＳＩＳ模
型，ＳＩＳ模型考虑Ｉ（ｔ）＝∑

ｋ′
ｐ（ｋ′）Ｉｋ′（ｔ）与传染阈值λｃ

的关系，在ＳＩＲ模型中，用流行病的全局的量 Ｒ（ｔ）
的平均值，即Ｒ（ｔ）＝∑

ｋ′
ｐ（ｋ′）Ｒｋ′（ｔ），来考虑与传染

阈值λｃ的关系
［７］，因为ＳＩＲ模型的疾病最终是为移

出态，感染者在时间趋向于无穷大时，全部转化为移

出者．但所得到的传染阈值是一样的，这就符合了两
种不同的传播模型并没有改变无标度网络传播阈值

的特性．在图（１）中，比较了没有进行免疫和进行了
各种免疫的传播阈值，发现四种免疫策略比无免疫

时有效，这与我们上面的计算结果相符．在图（２）中，
我们令δ＝δ－＝０．２，表明当有相同的免疫概率时，目
标免疫比随机免疫更有效．符合了４．２节中计算的
结果．在图（３）随机免疫中，我们令δ为不同的值，随
着δ的增大，阈值也随着增大，疾病也越不易爆发．
这与现实生活相符，当我们对大量的人进行免疫，那

疾病自然就不易爆发了．图（４）近邻免疫中，ｐ表示
在单位时间内，已免疫的人占总人数的比例，当然当

ｐ值越大时，免疫总人数越大，阈值越大，疾病越不易
爆发．在图（５）中，对于目标免疫我们选择ｃ＝１，κ＝
７，因为要对高于平均的度的点进行免疫．当取κ值
越大时，阈值反而越小．表明对越接近平均度节点进
行免疫，效果越好．

图１　无免疫和各免疫策略所产生的传播阈值的比较．

这里的参数为α＝１，ｃ＝１，κ＝７，

得到疾病在没有进行免疫比进行各种免疫更易爆发

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｗｉｔｈａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｉｍｍｕｎｉｚａｔｉｏｎ．

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓα＝１，ｃ＝１，κ＝７，

ａｄｉｓｅａｓｅｗｉｔｈｎｏｉｍｍｕｎｉｔｙｏｕｔｂｒｅａｋｓｍｕｃｈｅａｓｉｅｒ

图２　相同免疫概率下随机免疫和目标免疫所产生传播阈值的比较．

其中δ＝珋δ＝０．２，κ＝７，

目标免疫（λｃ＝０．１４７）比随机免疫（λ
∨
ｃ＝０．５２）更有效

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｗｉｔｈｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｉｍｍｕｎｉｚａｔｉｏｎ

ａｎｄｔａｒｇｅｔｅｄｉｍｍｕｎｉｚａｔｉｏｎ．Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

δ＝珋δ＝０．２，κ＝７，ｔｈｅｎλｃ＝０．１４７，λ
∨
ｃ＝０．５２

７６２
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图３　不同免疫概率的随机免疫所产生传播阈值的比较．

传播阈值随着δ的增大而增大

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ．

Ｔｈｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｉｎｃｒｅａｓｅｗｉｔｈδ

图４　当ｐ值增大，传染阈值也随着缓慢增大．

当ｐ＞０．５以后，传染阈值几乎没有变化

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｌｏｗｌｙｉｎｃｒｅａｓｅｓｗｉｔｈｐ

ａｎｄａｌｍｏｓｔｎｏｃｈａｎｇｅｗｈｅｎｐ＞０．５

图５　当κ增大，传染阈值明显减小，

当κ接近５时，疾病几乎不爆发

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｄｅｃｒｅａｓｅｓｑｕｉｃｋｌｙｗｉｔｈκａｎｄ

ａｌｍｏｓｔｎｏｃｈａｎｇｅｎｅａｒκ＝５

５　结论

本文讨论了有分片线性传染力的 ＳＩＲ模型在
无标度网络上的传播动力学行为，在分片线性传染

力下计算出相应的传播阈值．接着对各种免疫策略
的ＳＩＲ模型的相应流行病阈值进行比较并用数值
模拟加以验证，证明免疫能够有效地控制疾病的传

播．复杂网络上疾病传播的研究还存在很多的问
题，比如本文所采用的平均场论近似，其精确程度

有多高，仍然有待研究．经典的模型当中只限定了

易感者与感染者有某种接触才感染，如果有传播媒

介（比如蚊子），媒介的数量也会影响流行病阈值

等等，都需要进一步的研究．
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