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分数微积分理论在非线性车辆悬架滑模控制中的应用
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摘要　基于分数微积分理论，提出分数阶”天棚”阻尼控制概念，并以它控制的悬架为参考模型，提出一个控

制效果理想、鲁棒性好的悬架滑模控制的新策略，并应用于非线性悬架的动力学控制中．文中给出了一种精

度较高，收敛稳定的分数阶系统的数值算法，最后对非线性悬架的滑模主动控制进行数值仿真，验证了新控

制策略优良的控制效果．
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引 言

车辆的悬架系统有两大任务，即隔离由于路面

的不平度所产生的垂向振动和保持车辆轮胎与地

面良好的接触，使得车辆具有较好的操纵性和舒适

性．但这两项要求在悬架设计中常常产生冲突，要
保持轮胎与地面具有良好的接触性，要求悬架具有

较高的刚度，而降低悬架对地面不平度的响应则要

求悬架比较柔软．为了有效解决这类问题并提高悬
架的性能，多种主动控制悬架被提出来改进悬架的

乘坐的舒适性和操纵性．近三十年，基于线性系统
的最优控制理论在在线性悬架的主动控制中有效

地解决这一矛盾并提高了悬架的性能，因而这一基

于悬架全部状态或部分状态反馈的最优控制得到

广泛的应用，其中最著名的“天棚阻尼”控制是其

中重要方法之一，并已经应用于实际车辆中．
实际中的车辆悬架本质上具有非线性和不确

定性［３，１０］，线性悬架只是非线性悬架的近似简化，

许多研究者对非线性悬架的主动控制提出许多控

制策略，有非线性控制、自适应控制、滑模变结构控

制和鲁棒控制等．但不同的方法有不同的优缺点，
鲁棒控制的控制器参数确定后不再改变，控制器设

计相对简单但控制性能不是最理想，如果悬架系统

具有较强的非线性或参数变化较大时，控制器设计

变得困难；自适应控制控制效果理想，但对于强非

线性由于参数辨识困难也难于实现．变结构滑模控
制控制方法比较简单，鲁棒性好，但性能取决于参

考模型，而且存在高频“抖动”问题．
本文首先提出一种新的“天棚阻尼”控制悬架

模型—分数阶“天棚阻尼”控制，它是基于分数微

积分理论的状态反馈控制，对普通的“天棚阻尼”

的控制策略进行改进提高．然后将这一改良的模型
作为非线性悬架变结构滑模控制的参考模型，得到

一种性能比较理想、鲁棒性好的悬架主动控制策

略．为了对提出的含分数阶导数项的非线性系统进
行数值分析，基于精细积分方法本文给出一种精度

高的收敛算法．数值计算结果与被动非线性悬架、
普通“天棚阻尼”控制悬架为参考模型的滑模控制

的效果进行了比较，验证了本文方法在非线性悬架

的控制中的优点和有效性．

１　非线性主动悬架系统模型

本文采用车辆的车身与车轮两个自由度振动

系统的１／４车辆悬架模型（图１）．该模型既能反映
车体的垂直振动，结构又较简单．图中各参数的物
理意义说明如下：ｍｓ—簧载质量 ｍｕ—非簧载质量
ｆｓ—悬架弹簧力 ｋｔ—轮胎刚度 ｘｒ—地面垂直位移．
ｘｓ（车身垂直位移）和ｘｕ（车轮垂直位移）为系统的
独立坐标，坐标原点选在各自的平衡位置．这里忽
略了轮胎的阻尼作用，将其视为单质量无阻尼系

统．再者考虑到悬架弹性元件（主要由压缩行程时
弹簧动弯曲限制器和支撑衬套两部分引起）的非线

性特性，由此建立二自由度悬架模型的非线性运动

微分方程：
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图１　车辆悬贺模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

ｍｓ̈ｘｓ＝－ｆｓ－ｆｄ－ｍｓｇ＋ｕ （１）
ｍｕ̈ｘｕ＝ｆｓ＋ｆｄ－ｆｔ－ｍｕｇ－ｕ （２）

弹簧力ｆｓ是一个三次多项式函数

ｆｓ＝ｋ０＋ｋ１Δｘ＋ｋ２Δｘ
２＋ｋ３Δｘ

３ （３）
其中Δｘ＝ｘｓ－ｘｕ，ｋｉ（ｉ＝１，２，３）为相应的系数，ｋ０
是自重引起的预压力．并设非线性阻尼ｆｄ为

ｆｄ＝ｃ１Δｘ＋ｃ２Δｘ
２ （４）

ｃ１，ｃ２为实验曲线拟合所得参数．
考虑轮胎与路面的接触情况，轮胎力ｆｔ取

ｆｔ＝
ｋｔ（ｘｒ－ｘｕ）　当　（ｘｒ－ｘｕ）＞０

０　　　　当（ｘｒ－ｘｕ）≤{ ０
（５）

写成状态方程表达式
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ｘ２＝
１
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ｘ３＝ｘ４

ｘ４＝
１
ｍｕ
（ｆｓ＋ｆｄ＋ｆｔ－ｕ）













 －ｇ

（６）

这里ｘ１＝ｘｓ，ｘ２＝ｘｓ，ｘ３＝ｘｕ，ｘ４＝ｘｕ．

２　悬架滑模控制

２．１　分数阶“天棚阻尼”控制参考模型

“天棚”阻尼控制是 Ｄ．Ｋａｒｎｏｐｐ１９７４［２］年提出
的基于最优控制理论的悬架控制策略，虽然它不能

直接被应用于悬架的振动控制中，但针对它具有的

良好的控制特性和鲁棒性，它被广泛间接地应用于

许多其它悬架控制策略中，例如基于能量耗散的半

主动悬架控制律、被作为控制参考模型的自适应控

制和滑模变结构主动控制等等．其性能的优劣直接
影响悬架控制效果．由于“天棚阻尼”的性能只能
通过其阻尼系数一个参数调节，其性能不可能进一

步提高．分数阶“天棚阻尼”是基于分数微积分理

论提出的新的“天棚阻尼”控制策略［７］，其控制结

构与“天棚阻尼”相同（见图２），但其阻尼控制力为

图２　＂天棚阻尼＂参考模型

Ｆｉｇ．２　ＭｏｄｅｌｏｆＳｋｙｈｏｏｋＤａｍｐｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌ

Ｆｄ＝Ｋｄ·Ｄαｘｓｍ　（０≤α＜２） （７）

其中Ｋｄ为分数阶“天棚阻尼”系数，Ｄαｘｓ在这儿表
示为位移ｘｓｍ的α阶导数，而α不再限于正整数，可
以是实数或复数，其定义有多种，这儿采用的是Ｒｉ
ｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）定义

ａＤαｔｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｎ－α）
ｄｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

ａ

ｆ（τ）
（ｔ－τ）α－ｎ＋１

ｄτ（８）

其中（ｎ－１＜α＜ｎ），Γ（·）是 Ｅｕｌｅｒ’ｓ珈玛函数，
这里取ａ＝０，算子简写为 Ｄα（·）．根据分数阶导
数的特性，当α→１时，则（７）式退化为一般的“天
棚”阻尼控制．分数阶“天棚阻尼”与普通的相比，
有两个参数Ｋｄ和α调节性能，可得到更理想的控
制效果．本文以分数阶“天棚阻尼”控制的线性悬
架作为变结构控制的参考模型，其动力学方程为

ｍｓ̈ｘｓｍ＝－ｆｓｍ－ｆｄｍ－Ｆｄ （９）
其中

ｆｓｍ＝ｋｓｍ（ｘｓｍ－ｘｕ），ｆｄｍ＝ｃｓｍ（ｘｓｍ－ｘｕ） （１０）
写成状态方程

Ｘ·ｍ＝ｆｍ （１１）

其中，Ｘｍ＝［ｘｓｍ，ｘｓｍ］
Ｔ

ｆｍ＝ ｘｓｍ　
１
ｍ( )
ｓ
（－ｆｓｍ－ｆｄｍ－Ｆｄ[ ]）

Ｔ

（１２）

２．２　滑模控制器设计
本文采用的非线性悬架变结构滑模控制结构

如图３所示．悬挂部分的动力学方程改写成如下表
达式：

ｘｐ＝ｆ（ｘｐ，ｔ）＋Ｂｐｕ＝ｆｐ（ｘｐ，ｔ）＋Δｆｐ（ｘｐ，ｔ）＋
　Ｂｐｕ＋Ｆｗ （１３）

其中，ｘｐ＝［ｘｓ　ｘｐ］
Ｔ，ｆｐ表示线性部分，Δｆｐ表示 ｆｐ

９５２
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与实际系统的差值，其包含有非线性部分，未建模

部分，Ｆｗ是干扰部分．

图３　悬架滑模控制结构模型

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌｍｏｄｅｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

设ｅ＝ｘｐ－ｘｍ为ｘｐ和ｘｍ之间的偏差，得到偏差
动力学方程：

ｅ＝ｘｐ－ｘｍ＝ｆｐ＋Δｆｐ＋Ｂｐｕ＋Ｆｗ－ｆｍ （１４）
定义滑模面方程

Ｓ（ｔ）＝ＧＴｅ＝０ （１５）

其中，Ｇ＝［ｇ１ｇ２］
Ｔ．假设实际系统的非线性项和干

扰项不存在，即 Δｆｐ＋Ｆｗ＝０，则（３．８）系统为线性
系统，可利用线性系统理论计算Ｇ，使得偏差变量ｅ
在滑模面 Ｓ＝０上渐近稳定，因此只要保证下面条
件成立

Ｓ＝０

Ｓ
·

＝ＧＴｅ＝ＧＴ（ｘｐ－ｘｍ）＝Ｇ
Ｔ（ｆｐ＋Ｂｐｕ－ｆｍ）＝０

（１６）
由（１６）式可得平衡控制力

ｕｅｑ＝（Ｇ
ＴＢｐ）

－１（ＧＴｆｍ－Ｇ
Ｔｆｐ） （１７）

由于实际系统存在非线性部分及干扰项，即 Δｆｐ＋

Ｆｗ≠０，为了满足滑模条件 Ｓ＝０，控制力中要添加
一项能穿越滑模面的非连续项

ｕ＝ｕｅｑ－（Ｇ
ＴＢｐ）

－１Ｋｓｇｎ（Ｓ） （１８）
其中Ｋ为保证实现穿越滑模的调节增益．如果非线
性项和干扰项之和的上下界已知，则Ｋ最好满足下
面条件

Ｋ＞｜Ｇ－１（Δｆｐ＋Ｆｗ）｜ （１９）
为避免过多反复穿越滑模而引起的抖动问题，可采

用以下‘边界层’控制策略

ｕ＝
ｕｅｑ－ＫＳ　　｜Ｓ｜＜δ

ｕｅｑ－Ｋｓｇｎ（Ｓ）　｜Ｓ｜＞{ δ
（２０）

其中δ为‘边界层’厚度，

３　数值仿真

３．１　非线性悬架动力响应计算
非线性悬架动力学方程（６）简写为

ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋ｆ（Ｘ，ｔ） （２１）
等式右侧分为线性部分和非线性部分，ｆ（Ｘ，ｔ）为非
线性部分．将（２１）微分方程转化为下列同解积分
方程

ｘ＝ｅＡｔｘ（０）＋Ａ－１（ｅＡｔ－Ｉ）Ｂｕ＋∫
ｔ

０
ｅ－Ａ（ζ－ｔ）ｆ（ｘ，

ζ）ｄζ （２２）
式中ｘ为所求的解向量在时刻 ｔ的值．将计算时间
分成许多步，步长为 Ｔ，则（２２）连续方程化成离散
方程

ｘ（ｋ＋１）＝ｅＡＴｘ（ｋ）＋Ａ－１（ｅＡＴ －Ｉ）Ｂｕ（ｋ）＋

∫
（ｋ＋１）Ｔ

ｋｔ
ｅ－Ａ（ζ－ｋＴ－Ｔ）ｆ（ｘ，ζ）ｄζ （２３）

由于被积函数 ｆ（ｘ，ｔ）本身包含未知向量 ｘ，在 ｔ＝
ｋＴ，ｘ＝ｘ（ｋ）处，将非线性部分ｆ（ｘ，ｔ）展开成 Ｔａｙｌｏｒ
级数：

ｆ（ｘ，ｔ）＝ｆ（ｋ）＋（ｔ－ｋＴ）ｆ
·

（ｋ）＋（ｔ－ｋＴ）
２

２ ｆ
¨
（ｋ）

＋…＋（ｔ－ｋＴ）
ｊ

ｊ！ ｆ（ｊ）（ｋ）＋…　ｋＴ≤ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ，ｋ＝

０，１，２… （２４）

ｆ（ｘ，ｔ）及其各阶导数在时刻 ｔ＝ｋＴ的值 ｆ（ｋ），ｆ
·

（ｋ），ｆ
¨
（ｋ），…ｆ（ｊ）（ｋ），…可由下式计算

ｆ（ｋ）＝ｆ（ｘ（ｋ），ｋＴ），ｆ
·

（ｋ）＝ ｆ
( )ｔｔ＝ｋＴ＋∑

ｎ

ｉ＝１
＝

ｆ
ｘｉ
ｘ( )ｉ

ｔ＝ｋＴ
，ｆ
¨
（ｋ）＝ ｄｆ

·

ｄ( )ｔｔ＝ｋＴ
＋… （２５）

其中状态变量 ｘｉ对时间的导数 ｘｉ须用微分方程
（２１）进行替换，消除导数项，依次类推．

用Ｔａｙｌｏｒ级数（２３）代替（２２）式中的 ｆ（ｘ，ｔ），

令Ｓｊ表示第ｊ项积分

Ｓｊ＝
１
ｊ！∫

（ｋ＋１）Ｔ

ｋｔ
ｅ－Ａ（ζ－ｋＴ－Ｔ）ｆ（ｊ）（ｋ）（ζ－ｋＴ）ｊｄζ＝

１
ｊ！∫

Ｔ

０
ｅＡ（η－Ｔ）ηｊｄη·ｆ（ｊ）（ｋ）＝（－１）ｊ＋１１ｊ！ｅ

ＡＴ∫
－Ｔ

０
ｅＡηηｊｄη

·ｆ（ｊ）（ｋ）（ｊ＝０，１，２…） （２６）

这样，（２２）式写成如下级数形式

ｘ（ｋ＋１）＝ｅＡＴｘ（ｋ）＋Ａ－１（ｅＡＴ－Ｉ）Ｂｕ（ｋ）＋∑
∞

ｊ＝０
Ｓｊ

（２７）

式中的ｅＡＴ可由精细积分算法得出．

０６２
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３．２　分数阶参考模型的动力响应计算
将分数阶”天棚”阻尼参考模型的动力方程

（１１）表达为
ｘｍ＝Ａｍｘｍ＋Ｂｍｕｍ （２８）

其中，ｘｍ＝［ｘｓｍ，ｘｓｍ］
Ｔ，ｕｍ＝［ｘｕ，ｘｕ，Ｆｄ］

Ｔ

Ａｍ＝
０ １

－
ｋｓｍ
ｍｓ

－
ｃｓｍ
ｍ









ｓ

，Ｂｍ＝
０ ０ ０
ｋｓｍ
ｍｓ

ｃｓｍ
ｍｓ

－１ｍ









ｓ

（２９）
对于分数阶导数的数值算法，这儿引入 Ｇｒüｍｗａｌｄ
－Ｌｅｔｎｉｋｏｖ（ＧＬ）定义

ａＤαｔｆ（ｔ）＝ｌｉｍｈ→０ｈ
－α ∑
（ｔ－ａ）／ｈ

ｊ＝０
（－１）ｊ

α( )ｊｆ（ｔ－ｊｈ）
（３０）

式中［·］代表取整数．按精度要求取前 Ｎ＋１
项，有

Ｄαｘ≈１
Ｔα
ｘ（ｔ）＋１

Ｔα
∑
Ｎ

ｋ＝１
（－１）ｋ Γ（α＋１）

ｋ！Γ（α－ｋ＋１）
ｘ

（ｔ－ｋＴ） （３１）
设

Ｃ（ｘ，ｔ）＝１
Ｔα
∑
Ｎ

ｋ＝１
（－１）ｋ Γ（α＋１）

ｋ！Γ（α－ｋ＋１）
ｘ（ｔ－

ｋＴ） （３２）
Ｃ（ｘ，ｔ）其数值只与过去时刻的 ｘ值有关，为已知
量．则分数阶“天棚”阻尼力为

Ｆｄ（ｔ）＝Ｋｄ·
１
Ｔα
ｘｓｍ（ｔ）＋Ｋｄ·Ｃ（ｘｓｍ，ｔ） （３３）

因此，系统状态方程可以写成

ｘｍ（ｔ）＝珔Ａｍｘｍ（ｔ）＋珔Ｂｍ珔ｕｍ（ｔ） （３４）
其中，

　珔Ａｍ＝
０ １

－
ｋｓｍ
ｍｓ

－
ｃｓｍ＋Ｋｄ
ｍｓ·Ｔ









α
，珔Ｂｍ＝

０ ０ ０
ｋｓｍ
ｍｓ

ｃｓｍ
ｍｓ

－
Ｋｄ
ｍ









ｓ

　珔ｕｍ＝［ｘｕ　ｘｕ　Ｃ（ｘｓｍ２，ｔ）］
Ｔ （３５）

对（３４）式离散化，得其离散化方程，

ｘｍ（ｋ＋１）＝ｅ
珔ＡｍＴｘｍ（ｋ）＋∫

Ｔ

０
ｅ珔Ａｍτ珔Ｂｍ珔ｕｍ（ｋ）ｄτ＝

　ｅ珔ＡｍＴｘｍ（ｋ）＋珔Ａ
－１
ｍ（ｅ

珔ＡｍＴ－Ｉ）珔Ｂｍ珔ｕｍ（ｋ） （３６）

ｅ珔ＡｍＴ采用精细积分算法计算．Ｃ（ｘ，ｔ）的值用如下公
式求解将更简单迅速，

Ｃ（ｘ，ｔ）＝１
Ｔα
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｊｘ（ｔ－ｊＴ） （３７）

这里，ｂ１＝－α，ｂｊ＝ １－
１＋α( )ｊ ｂｊ－１．

３．３　滑模主动控制悬架响应的数值结果分析
为了研究以分数阶“天棚阻尼”悬架为参考模

型的滑模控制主动悬架的性能，利用数值算法将它

和另二种悬架进行数值仿真比较，另二个悬架分别

是无控制的非线性被动悬架和以普通“天棚阻尼”

悬架为参考模型的滑模主动悬架［３］，并以相同的标

准的Ｂ级随机激励路面谱为路面输入，悬架结构基
本参数见表１，参考模型的参数与实际结构悬架的
线性部分相同，“天棚”阻尼的参数 Ｋｄ和 α可通过
目标优化得到，这儿取Ｋｄ＝１９１７，α＝１．２２，数值计
算得到悬挂质量的位移响应、加速度响应、悬架间

相对变形和轮胎变形曲线见图４－图７．

图４　悬架的位移响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｓｏｆｓｐｒｕｎｇｍａｓｓｅｓ

图５　悬架的加速度响应曲线

Ｆｉｇ．５　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｓｐｒｕｎｇｍａｓｓｅｓ

图６　悬架间相对变形量曲线

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓ
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图７　悬架的轮胎变形曲线

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｉｒｅｓ

表１　非线性悬架基本参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ

ＮａｍｅｏｆＰａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｖａｌｕｅ
Ｓｐｒｕｎｇｍａｓｓ ｍｓ＝２３７．３７ｋｇ

ｕｐｐｅｒａｒｍｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｒｅａ／ｍｍ２ ７８５０
Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄａｍｐｉｎｇｆｏｒｃｅ ｃ１＝１３８５．４，ｃ２＝５２４．２８

Ｔｉｒｅｖｅｒｔｉｃａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｋｔ＝２０００００Ｎ／ｍ

Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｐｒｉｎｇｆｏｒｃｅ
ｋ０＝－２３１６．４，ｋ１＝１２３９４，
ｋ２＝－７３６９６，ｋ３＝３１７０４００

从图４－图５悬架的位移和加速度响应明显
看到，以分数阶“天棚阻尼”控制为参考模型的滑

模控制悬架的性能是最好的，优于以普通“天棚阻

尼”控制为参考模型的滑模控制悬架和非线性被动

悬架．系统也具有较好的鲁棒性，且给出的数值算
法在精度和稳定收敛性方面很理想．

图７显示三种悬架在相同路面行驶，它们的轮
胎变形量几乎相等，说明“天棚阻尼”控制策略主

要针对悬挂质量的控制，对轮胎几乎无控制效果；

图６显示在三种悬架的变形控制中，“天棚阻
尼”控制效果略好，而分数阶“天棚阻尼”与被动悬

架相差无几，这一点综合轮胎变形量分析，说明分

数阶“天棚阻尼”控制是从相位移动来提高控制效

果的，这一点体现出分数微积分理论具有可相位连

续变化的特性，不像普通微积分对函数的相位变化

只能是π／２的整数倍．

４　结论

本文给出一种控制效果理想、鲁棒性好的基于

变结构滑模控制的悬架控制新策略．首先利用分数
微积分对传统的“天棚”阻尼控制进行改进，得到

更理想的滑模控制的参考模型．然后建立非线性悬
架模型，并给出一精度较高，收敛稳定的分数阶系

统的数值算法．最后对非线性悬架的滑模主动控制
进行数值仿真，验证了本文控制策略具有优良的控

制效果．
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