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倒置数学摆在海洋发电中的应用研究

李向红　崔文良　曹庆杰
（石家庄铁道学院数理系，石家庄　０５００４３）

摘要　本研究给出一个振动基座上倒置摆模型，探讨海洋波力发电的可行性，为海洋波力开发利用提供依

据；同时揭示了该系统的复杂动力学行为，探索该系统的非线性特征．研究发现，当系统参数变化时，该系统

具有一对共存的倍周期分岔序列分别通向不同的混沌运动，表现为独立的共存奇怪吸引子现象．当系统参

数继续变化时，这对混沌吸引子混合为一个独立的奇怪吸引子，此现象提供了一个新的通向混沌的途径．本

研究最重要的是发现该系统存在大阻尼条件下的大周期运动，这表明该模型具有海浪波力能源吸收好，消

耗少的特点，同时表明该模型具有高效的动力输出能力．因此，振动基座上倒置摆模型在开发利用海洋波力

能源发电中具有十分重要的应用前景．

关键词　基座振动的倒置摆，　海浪利用，　奇怪吸引子，　非线性动力学行为

引 言

海洋能源主要包括海洋风能、波浪能、潮汐能

等，由于这些资源丰富、清洁干净、可再生性强，被

联合国环境组织视为目前最理想、最有前景的替代

能源之一．我国有１８０００公里的海岸线、３００多万
平方公里的管辖海域，海洋能源十分丰富，利用价

值极高．其中，近海域波浪的蕴藏量约为１．５亿千
瓦，可开发利用量约３０００万 ～３５００万千瓦，海洋
风能约有７亿千瓦左右．同时，我国又是世界能源
消费大国，大力发展海洋新能源符合国情，对于优

化能源消费结构，保护环境，支撑社会经济的可持

续发展，意义十分重大．
目前海洋发电系统的关键问题是：相变蓄能稳

压的原始创新技术，解决了波浪能发电的不稳定问

题，进而提出该技术与振荡浮子式波能装置相结合

的组合创新技术，研建海洋波浪能独立发电系统．
与世界波浪能研究主流的振荡水柱波能发电技术

相比，本项目发展的技术具有明显优势：研制的海

洋波浪能独立发电系统可以独立稳定发电，直接为

用户提供高质量的电力；系统总转换效率将提高２
倍；发电成本将降到１．５元／度；波能装置的实用性
和性价比都有明显提高；推动世界波能利用技术的

发展．

本文旨在研究数学倒置摆在海洋发电中的应

用，建立一个如图１所示的物理模型，海洋上漂浮
的船舶作为一个余弦振动的基座，其上固定一根刚

性摆杆，末端固定一个不计摩擦的连接点与小船相

连构成一个倒置摆（小船与摆杆末端的连接要保证

摆杆能够旋转３６０°），那么倒置摆与海洋共同构成
了一个具有振荡基地的数学倒置摆系统．倒置摆可
以在平行于纸面３６０°范围内自由摆动．将该模型
简化为一个简单的具有振动基座的数学倒置摆，如

图２所示，对于一个振动基座上的倒置摆的研究已
经证明该系统能够得到稳定解［１］，并且在实验和数

字模拟上都做了深入的分析［２，３，４］．研究证明该数

学倒置摆系统为一个复杂的非线性振子系统．首先
我们要对系统的非线性特征进行深入分析，当一个

光滑参数的连续变化时，系统表现出不同的动力学

特征［６］．在扰动因素的扰动下系统的解出现混沌和

倍周期分岔现象［７，８，９］．通过模型的研究揭示该系
统的复杂动力学行为，展示该系统的奇怪吸引

子［５］，计算吸引子的数学特征及其描述混沌特征的

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．我们希望能从系统中找到一个大振
幅的周期运动，系统的运动能够稳定于这个周期

解，那么便能稳定的实现由波浪能向电能的转化，

也就是可以实现通过波浪的振荡实现发电，利用自

然的能量提供电能．系统的阻尼越大带动的发电机
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的功率就越大，表明海浪发电在大阻尼下的大周期

运动具有较高的波力能的利用能力和高效的电力

输出能力．为海洋波浪能的发电提供可行性分析，
这就是该课题研究的主要目的．通过本研究能够研
制出应用海洋波浪能的独立发电系统，有效地利用

海洋波力资源促进社会的进步．

图１　海洋波浪能利用系统示意图

Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅＯｃｅａｎｗａｖｅｅｎｅｒｇｙｕｓｅ

图２　倒置数学摆

Ｆｉｇ．２　ｉｎｖｅｒｔｅｄｐｅｎｄｕｌｕｍ

１　系统方程

通过对海洋发电系统物理模型的分析图１，我
们可以将该系统抽象为数学模型图２，在模型图２
中：令摆长为 ｌ，摆杆顶端为一个质量为 ｍ的实体
小球，摆杆固定在上下振动的基座上，令倒摆在水

平方向的摆动角度为ｘ，其中ｘ表示ｘ的导数，运动
方程可以用Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ方程推导．

质点的位置为：

（ｌｓｉｎｘ，ｌｃｏｓｘ＋ｙ） （１）
质点的速度（位置的导数）为：

ｖ２＝ｙ２－２ｌｘｙｓｉｎｘ＋ｌ２ｘ２ （２）
该质点的动能为：

１
２ｍｖ

２＝１２ｍ（ｙ
２－２ｌｘｙｓｉｎｘ＋ｌ２ｘ２） （３）

势能为：

ｍｇ（ｌｃｏｓｘ＋ｙ） （４）
Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ方程为：

　Ｌ＝１２ｍ（ｙ
２－２ｌｘｙｓｉｎｘ＋ｌ２ｘ２）－ｍｇ（ｌｃｏｓｘ＋ｙ） （５）

运动方程为：

ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｘ
－Ｌ
ｘ
＝０ （６）

结果有：

ｌ̈ｘ－ｌ̈ｙｓｉｎｘ＝ｇｌｓｉｎｘ （７）
假设ｙ＝－ａｃｏｓωｔ则有：

ｌ̈ｘ－ｇｌｓｉｎｘ－ａｌωｃｏｓωｔｓｉｎｘ＝０ （８）
假设摆是在一个粘性的介质中摆动，那么，沿

着摆的运动方向就存在一个与速度 ｘ′成比例的阻
力，假设阻力系数是μ，则摆的运动方程变为：

ｌ̈ｘ＋μｍｘ－ｇｌｓｉｎｘ－ａｌωｃｏｓωｔｓｉｎｘ＝０ （９）

经过进一步的无量纲化处理，Ｃ＝μ
ｍｌ２
，ξ＝ａω

２

ｇ，ω０＝

ｇ
ｌ，方程（９）表示为：

ｘ̈＋Ｃｘ－ω０（１＋ξｃｏｓωｔ）ｓｉｎｘ＝０ （１０）
由系统的方程看出方程的解的因参数：Ｃ，ω，ξ

的改变产生扰动，产生不同的运动现象，摆角 ｘ在
（０，３６０。）的运动范围内摆动．模型是一个具有强烈
非线形特征的动力学系统．

２　未扰振子

２．１　光滑参数改变的模型分析
对数学倒置摆系统的模型方程无量纲化如下：

ｘ̈＋Ｃｘ－ω（１＋ξｃｏｓωｔ）ｓｉｎｘ＝０ （１１）

其中各参数为：Ｃ＝μ
ｍｌ２
，ξ＝ａωｇω＝

ｇ
ｌ．当 ξ＞０

时，系统为一个具有振动基座上的倒置摆，当 ＝０
时，基座的振动频率为０，则系统变为一个类似于
悬挂在固定支架上的单摆，参见［１１］．如图（３）

图３　数学摆

Ｆｉｇ．３　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｐｅｎｄｕｌｕｍ

此时系统的方程为：

ｘ̈＋Ｃｘ－ω０ｓｉｎｘ＝０ （１２）

３５２
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这是一个在粘性的介质中摆动的单摆运动方

程，如果在理想的无阻尼情况下的单摆运动系统，

Ｃ＝０时方程为：
ｘ̈－ω０ｓｉｎｘ＝０ （１３）

２．２　单摆系统的相图分析
通过对光滑参数的分析，倒置摆和单摆被紧密

的联系了起来．当单摆位于无阻尼的介质中摆动
（方程１３），根据不同的初始值对相轨迹进行分析，
其中ｙ＝也就是摆的角度为时的速度，在没有外界
阻力情况下的单摆系统始终能够达到动势能完全

转化的平衡，从而一直作关于初始位置和速度的周

期运动，运动周期的中心为点（由于该倒置摆系统

的０点位置设置为垂直向上，所以说单摆运动周期
的中心垂直向下为点）．图４给出单摆系统的周期
运动．

图４　无阻尼系统的相图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｎｏｄａｍｐｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

当单摆是在粘性介质中运动时，小球受一个与

速度ｙ成正比的阻力，其中的阻尼系数为，那么在
外界的阻力的影响下，系统的动势能总和一直减少

最后直到减少为０，系统能量总和达到平衡稳定于
点，此时阻尼消失摆杆最终在点停止运动保持静

止，相图分析如图５．关于单摆系统的运动性质可
以参见杨联华２００７［６］．

图５　有阻尼系统的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｄａｍｐｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

３　受扰振子的非线性特征

利用数字防真方法对该系统在弱扰动下进行

振子的动力学分析，运用 Ｒｕｎｇ－Ｋｕｔｔａ方法给出

Ｐｏｉｎｃａｒé映射的分叉图．根据时间 Ｔ＝２π
ω
所取的相

点关于各扰动参数的分叉图．

３．１　阻尼Ｃ的相应分析
本节研究在参数阻尼Ｃ的扰动下的分岔．以下

分析中，始终假设ω２０＝４，ξ＝２，ω＝１．图６（ａ）给出
ｘ对应于参数Ｃ的由２减少到０时的分岔图．相应
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数由图６（ｂ）给出．由分岔图可以看
出：随着参数Ｃ的变小，振子出现两个共存的周期
一解，它们分别由不同的两个初始条件决定．视此
周期解为三维空间柱面上的周期运动，如图６（ｃ）
所示．图６（ｄ）给出两个共存的周期一解的平面轨
线图．其中０和２都表示倒置摆的初始竖直向上的
位置，用不同颜色表示系统的两个周期一解，用星

号表示Ｐｏｉｎｃａｒé截面的点．两个共存的周期一解分
岔出相应的两个周期二解如图７（ａ），周期四解如
图７（ｂ）．这个倍周期分岔过程，导致系统出现两个
共存的混沌吸引子，如图７（ｃ）所示．图７（ｄ）给出
这两个共存的混沌吸引子的全局吸引域．随着参数
的连续变化，这两个共存的混沌吸引子最后结合成

一个大的新混沌吸引子，如图８（ａ）所示．

图６　在参数ω２０＝４，ξ＝２，ω＝１下对参数Ｃ的分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ

指数图：（ａ）在参数 从２变化到０的分岔图；

（ｂ）相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图；（ｃ）共存的三维柱面上两个周期１解；

（ｄ）两个共存周期１解的平面图

Ｆｉｇ．６　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒω２０＝４，ξ＝２，

ω＝１：（ａ）ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒＣ；（ｂ）ＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒＣ；

（ｃ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎＴｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ；

（ｄ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎＰｌａｎｅ

对系统的混沌解做 Ｐｏｉｎｃａｒé截面得到系统的
混沌吸引子如图８（ｂ）所示．图８（ｃ）给出小阻尼时
的吸引子，并且计算出相应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数．图８

４５２
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（ｂ）表示的混沌吸引子的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０．
１８１．图８（ｃ）表示的的混沌吸引子的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数被计算为０．１９８．

由分叉图同时可以看出，当参数 Ｃ不断增大
时，振子有一个周期四解，并可以过度到混沌解．由
此可见，当Ｃ＞０时系统表现为丰富的周期吸引子
和混沌吸引子．以及由周期吸引子向混沌吸引子的
转迁，混沌吸引子的合并现象，说明该系统具有非

常复杂的非线形特征．

图７　当参数ω２０＝４，ξ＝２，ω＝１时的轨线图：（ａ）两个共存的

周期２解；（ｂ）两个共存的周期４解；（ｃ）两个共存的混沌解；

（ｄ）这两个共存的混沌吸引子的全局吸引域图

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｆｏｒω２０＝４，ξ＝２，ω＝１：

（ａ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；（ｂ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｆｏｕｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；

（ｃ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｔｗｏｃｈａｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；

（ｄ）Ｔｈｅｗｈｏｌｅａｔｔｒａｃｔｉｏｎｄｏｍａｉｎｏｆｔｈｅｔｗｏｃｏｅｘｉｓｔｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓ

图８　当ω２０＝４，ξ＝２，ω＝１时的轨线图和吸引子图：

（ａ）两个共存的混沌解；（ｂ）相应的混沌吸引子，其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ

指数为０．１８１，分维数为１．１９９；（ｃ）小阻尼时混沌吸引子，

其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０．１９８，分维数为１．２１８

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｄｉａｇｒａｍｓｏｆＴｒａｊｅｃｔｏｒｙａｎｄａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒω２０＝４，ξ＝２，ω＝１

（ａ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｔｗｏｃｈａｏｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；（ｂ）ｔｈｅＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｈａｏｔｉｃ

ａｔｔｒａｃｔｏｒｓｗｉｔｈｔｈｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔ０．１８１ａｎｄＦｒａｃｔａｌ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ１．１９９；（ｃ）ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎｌｉｔｔｌｅｄａｍｐｉｎｇｗｉｔｈｔｈｅ

ｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔ０．１９８ａｎｄＦｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ１．２１８

３．２　参数ξ的相应分析
本节研究参数ξ的扰动下的分岔．系统的数字

仿真过程中，始终假设ω２０＝４，Ｃ＝０．０２，ω＝１，图９
（ａ）给出的Ｐｏｉｎｃａｒé映射是ｘ对应于参数ξ由１．８５
变化到２．１５的分岔图，相应的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数由图
９（ｂ）给出．系统由一个周期２解经过倍周期分岔出
混沌吸引子．当ξ＝１．８５时系统有周期２解见图９
（ｃ）．随着ξ的增大出现新的周期２解及其混沌吸
引子，（其相应的相图略了去）．由分岔图可以看
出，当ξ从１．８５变化到２．１５时系统表现出丰富的
动力学行为，即存在周期吸引子和混沌吸引子．

图９　当ω２０＝４，Ｃ＝０．０２，ω＝１时的分岔图与轨线图：

（ａ）从１．８５变化到２．１５时的分岔图；（ｂ）相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图；

（ｃ）系统的一个周期２解；（ｄ）由这个周期２

解经倍周期分岔导出的混沌运动的平面相位图

Ｆｉｇ．９　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｄｉａｇｒａｍｆｏｒω２０＝４，Ｃ＝０．０２，ω＝１

（ａ）Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒξ；（ｂ）Ｌｉａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒξ；

（ｃ）ｐｅｒｉｏｄｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；

（ｄ）Ｐｌａｎｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｆｒｏｍｐｅｒｉｏｄｄｏｕｂｌｉｎｇｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｔｏｃｈａｏｓ

３．３　参数ω的相应分析
本节研究基座频率扰动下系统在大阻尼条件

下的动力学行为［２，３，４］．数字仿真过程中，假定参数

ω２０＝４，Ｃ＝１，ω＝２．５．利用 Ｐｏｉｎｃａｒé映射给出关于
ｘ对应于参数 ω的分岔图，如图１０（ａ）所示．图１０
（ｂ）给出相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图．由分岔图可以看
出，当参数ω＝４时系统存在两个共存的周期１解，
分别在三维柱面上用红色和黑色表示这对周期１
解，如图１０（ｃ）所示．随着 ω的减小有这两个共存
的周期一解分岔出相应周期２解，周期４解，周期８

５５２
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解等．这个倍周期分岔分岔出相应的混沌吸引子．
最后两个小的混沌吸引子合并成一个大的新混沌

吸引子，其相应的Ｐｏｉｎｃａｒé截面由图１０（ｄ）给出．
研究发现，系统在参数 ω扰动下表现为丰富

的动力学行为：周期吸引子和混沌吸引子，以及由

周期吸引子向混沌吸引子的转迁，混沌吸引子的合

并现象，并且得到了在大阻尼条件下的大振幅周期

运动．

图１０　当参数ω２０＝４，ξ＝２．５，Ｃ＝１时分岔图及其吸引子：

（ａ）关于ω从４变化到３的分岔图；（ｂ）相应的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数图；

（ｃ）系统的两个共存的周期１解；（ｄ）两个共存的周期１解经倍周期分岔

导出的混沌吸引子，其最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０．３６９，分维数为１．２６９

Ｆｉｇ．１０　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒω２０＝４，ξ＝２．５，Ｃ＝１：

（ａ）Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒω；（ｂ）Ｌｉａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒω；

（ｃ）ｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｄ）ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｗｉｔｈ

ｔｈｅｌａｒｇｅｓｔＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔ０．３６９ａｎｄＦｒａｃｔａｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎ１．２６９

图１１　当ω２０＝４，ξ＝２．５，Ｃ＝１，ω＝４时

系统的两个共存的周期１解的全局吸引域图

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｗｈｏｌｅａｔｔｒａｃｔｉｏｎｄｏｍａｉｎｏｆｔｈｅｃｏｅｘｉｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｏｎｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒω２０＝４，ξ＝２．５，Ｃ＝１，ω＝４

该系统的周期１解能量吸收好，运行消耗少，
由于该大振幅周期运动可以在大阻尼条件下实现，

因此具有动力输出效率高等特点．因此选定参数

ω２０＝４，ξ＝２．５，Ｃ＝１，ω＝４是发电实现的最佳选
择．图１１给出该对共存周期解的吸引域，其中红色
和绿色分别表示两个共存周期解的吸引域．

４　结论

本文研究了一个振动基座上倒置摆的数学模

型，探讨了海洋波力发电的可行性，为海洋波力开

发利用提供了重要依据；同时揭示了该系统的复杂

动力学行为，探索该系统的非线性特征．研究发现，
当系统参数变化时，该系统具有一对共存的倍周期

分岔序列分别通向不同的混沌运动，表现为独立的

共存奇怪吸引子现象．当系统参数继续变化时，这
对混沌吸引子混合为一个独立的奇怪吸引子，此现

象提供了一个新的通向混沌的途径．本研究最重要
的是发现该系统存在大阻尼条件下的大周期运动，

这表明该模型具有海浪波力能源吸收好，消耗少的

特点，同时表明该模型具有高效的动力输出能力．
因此，振动基座上倒置摆模型在开发利用海洋波力

能源发电中具有十分重要的应用前景．
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