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分数阶超混沌系统的线性广义同步观测器设计
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（武汉科技学院非线性科学研究中心，武汉　４３００７３）

摘要　首先利用分数阶的常微分动力系统的稳定性理论，通过判断线性化后平衡点的稳定不变特性、辅助

以分岔图分析等数值手段，给出了新近提出的改进型超混沌 Ｌü系统对应分数阶系统产生混沌现象的阶次

参数范围；进一步，设计了一类广义线性同步观测器，该观测器的动力学行为能与原系统实现任意的线性关

系的广义同步，而经典的完全同步、反相同步以及投影同步可以视为本文提出方法的特例．最后的数值仿真

进一步证实了本文提出的观测器设计方案的有效性．

关键词　分数阶微分方程，　广义同步，　观测器，　超混沌系统

引 言

分数阶微积分是我们熟知的整数阶微积分的

扩展，它指微分和积分的阶次是分数的或者说是任

意次的．近年来，分数阶微积分因其在物理、电路、
工程、信号处理等领域中的应用已经引起研究者们

的广泛兴趣［１］．应用分数阶微积分的数学模型，被
认为可以很好的提高对电路等动态系统的设计、表

征和控制的能力．例如，最经典的Ｃｈｕａ’ｓ电路就被
证明可以用分数阶混沌系统更好的表征［２］，［３］；正

因为此，针对许多经典的混沌电路，如 Ｌｏｒｅｎｚ、Ｌü、
Ｃｈｅｎ混沌电路、Ｒōｓｓｌｅｒ混沌和超混沌 Ｒōｓｓｌｅｒ系统
等，研究者提出了相应的分数阶系统［４］，［１４］－［１５］，并

通过试验或数值仿真发现：当系统的阶数为分数

时，系统仍可能在一定的阶次范围内呈现混沌或超

混沌动力学性态［１］－［４］，［１５］，且更能反映对应物理

系统动态性能的本质特点．
驱动－耦合混沌同步框架，最早是在１９９０年

由美国海军实验室的 Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ率先提出
的，它是一种令两个混沌系统通过单变量注入、从

而实现二者动力学行为发生“步调一致”，即同步

行为的方法，他们首次在电路实验中观察到混沌同

步现象．这一发现让人们对于混沌系统对初值敏
感、难以应用的印象逐步改变．随后的近２０年里，
混沌控制与同步方面的理论和应用方面的研究迅

猛发展，取得了诸多成果，详细的进展可参

见［５］，［６］，［１９］．目前，研究者提出了多种同步概念，如

完全同步，有效完全同步，Ｑ－Ｓ同步，预期、延迟同
步，投影同步等，事实上，这些现象都可以看做是

Ｒｕｌｋｏｖ等在１９９５年提出的“推广的混沌同步”类
型之一，即为“广义同步”的特例．所谓广义同
步［７］，［２０］，是指响应系统的状态变量与驱动系统的

状态变量的函数同步，根据函数关系的不同，自然

会观察到上述提到的各类有趣现象．正因为如此，
经典的完全同步可以看作是广义同步的平凡情形．

本文首先利用分数阶的常微分动力系统的稳

定性理论，通过判断线性化后平衡点的稳定不变特

性、辅助以分岔图分析等数值手段，给出了新近提

出的改进型分数阶超混沌Ｌü系统产生混沌现象的
阶次范围；进一步，设计了一类广义线性同步观测

器，该观测器的动力学行为能与原系统实现任意的

线性关系的广义同步，最后的数值仿真进一步证实

了本文提出观测器设计方案的有效性．

１　分数阶微分及其数值算法

分数阶微分的定义有几种，最常用的是 Ｒｉｅ

ｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ（Ｒ－Ｌ）定义，其数学表达式如下：

ｄｑｆ（ｘ）
ｄｔｑ

＝ １
Γ（ｎ－ｑ）

ｄｎ

ｄｔｑ
∫ｔ０

ｆ（τ）
（ｔ－τ）ｑ－ｎ＋１

ｄτ （１）

式中Γ为伽马函数，ｎ－１≤ｑ＜ｎ，ｎ为整数．
目前，实施分数阶微积分运算的求解方法有多

种，常用的方法主要有几何近似方法和预估校正方
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法，由于几何近似的波特图近似方法在拟合频率区

间的两端存在较大误差，容易导致频率响应失真现

象，因此在讨论分数阶非线性系统出现混沌等复杂

现象时存在出现伪混沌的可能，越来越多的工程技

术人员开始考虑使用更可靠的数值研究方

法［８］－［１０］．常用的方法之一就是广义的 Ａｄａｍｓ－
Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ－Ｍｏｕｌｔｏｎ方法．下面，为便于进一步分析
讨论，先简单介绍本文将采用的该类预估校正方

法［１７］，［１８］．
考虑如下微分方程：

ｄｑｙ（ｔ）
ｄｔｑ

＝ｆ（ｔ，ｙ（ｔ）），　０≤ｔ≤Ｔ

ｙ（Ｋ）（０）＝ｙ（Ｋ）０ ，　Ｋ＝０，１，…，ｍ－１，（ｍ＝［ｑ
{

］）

（２）
式（２）与下式：

ｙ（ｔ）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０

ｔｋ
ｋ！ｙ

（ｋ）
０ ＋

　 １
Γ（ｑ）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）ｑ－１ｆ（τ，ｙ（τ））ｄτ （３）

等价．

取ｈ＝ＴＮ，ｔｎ＝ｎｈ，ｎ＝０，１，…，Ｎ∈Ｚ
＋，则（３）式

可离散化为：

ｙｈ（ｔｎ＋１）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０

ｔｋｎ＋１
ｋ！ｙ

（ｋ）
０ ＋

　 ｈｑ

Γ（ｑ＋２）
（ｆ（ｔｎ＋１，ｙ

ｐ
ｈ（ｔｎ＋１））＋

　∑
ｎ

ｊ＝０
ａｊ，ｎ＋１ｆ（ｔｊ，ｙｈ（ｔｊ））） （４）

其中：

ａｊ，ｎ＋１＝

ｎｑ＋１－（ｎ－ｑ）（ｎ＋１）ｑ，　ｊ＝０

（ｎ－ｊ＋２）ｑ＋１＋（ｎ－ｊ）ｑ＋１－

　２（ｎ－ｊ＋１）ｑ＋１，　　１≤ｊ≤ｎ
　　　　　１，　　　　ｊ＝ｎ＋










１

ｙｐｈ（ｔｎ＋１）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０

ｔｋｎ＋１
ｋ！ｙ

（ｋ）
０ ＋

　 １
Γ（ｑ）∑

ｎ

ｊ＝０
ｂｊ，ｎ＋１ｆ（ｔｊ，ｙｈ（ｔｊ））

ｂｊ，ｎ＋１＝
ｈｑ
ｑ（（ｎ＋１－ｊ）

ｑ－（ｎ－ｊ）ｑ）

式（３）与式（４）的误差为：Ｍａｘｊ＝０，１，２，…，Ｎ｜ｙ（ｔｊ）－ｙｈ
（ｔｊ）｜＝Ｏ（ｈ

ｐ），其中ｐ＝Ｍｉｎ（２，１＋ｑ）．关于该算法
格式的稳定性和误差分析，可参见文献［１］，［１７］，

［１８］．本文将利用该算法分析新近提出的一类超
混沌系统所对应分数阶混沌系统的动力学及同步

控制问题．

２　分数阶超混沌 Ｌü系统及其产生混沌现
象的阶次范围确定

２．１　分数阶超混沌Ｌü系统
最近，通过引入一个状态反馈控制方程的简单

方法，文献［１１］给出了一个新的四阶超混沌系统，
与其对应的分数阶系统的动力学方程如下：

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ａ（ｙ－ｘ－ｙｚ）

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝－ｘｚ＋ｂｙ＋ｕ

ｄｑｚ
ｄｔｑ
＝ｘｙ－ｃｚ

ｄｑｕ
ｄｔｑ















 ＝－ｄｘ

（５）

其中ｑ（０＜ｑ≤１）为系统的阶次参数，ａ，ｂ，ｃ，ｄ为系
统参数．特别地，当ｑ＝１，参数 ａ＝３５，ｂ＝１４，ｃ＝３，
ｄ＝５时，系统为整数阶超混沌系统．

图１　ｑ＝１时整数阶超混沌系统三维相图

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｗｈｅｒｅｑ＝１

图２　ｑ＝０．９５时对应分数阶系统三维相图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍｗｈｅｒｅｑ＝０．９５

６４２
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在图１中，我们给出了整数阶混沌系统的空间
三维相图．图２则给出了ｑ＝０．９５时的系统三维相
图．
２．２　分数阶非线性系统产生混沌现象的阶次范围
讨论：理论与数值分析

首先，本节将给出决定由整数阶混沌系统所构

造的对应齐次分数阶系统（指阶次参数为常向量的

情形）出现混沌特性的一个必要条件，这里需要用

到如下的几个引理［８］，［９］．

引理１：对于分数阶系统ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ
＝ＡＸ，（０＜ｑ≤１，Ｘ

∈Ｒｎ），当｜ａｒｇ（ｅｉｇ（Ａ））｜＞ｑπ２时，其平衡点是渐进

稳定的．

引理２：对于分数阶系统ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ
＝ｆ（Ｘ），（０＜ｑ≤

１，Ｘ∈Ｒｎ，ｆ∈Ｃ１），记Ｘ为满足方程 ｆ（Ｘ）＝０的所

有平衡点，则当｜ａｒｇ（ｅｉｇ（ｆ
Ｘ
｜Ｘ）｜）＞

ｑπ
２时，其平

衡点Ｘ是局部渐进稳定的．

图３　分数阶混沌系统的稳定区域示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓｙｓｔｅｍ

引理３：假定为 λ非线性系统ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ
＝ｆ（Ｘ），（，Ｘ

∈瓗ｎ，ｆ∈瓘１），不稳定平衡点处所对应的线性化

雅可比矩阵的特征值，则对应的分数阶系统：
ｄｑＸ
ｄｔｑ
＝

ｆ（Ｘ），（０＜ｑ≤１，Ｘ∈Ｒｎ，ｆ∈Ｃ１），仍旧保持混沌的
必要条件为：该特征值λ位于引理１所确定的不稳

定区域之内，即满足：ｔａｎ（ｑπ２）＞
｜Ｉｍ（λ）｜
Ｒｅ（λ）

ｑ＞２
π

ｔａｎ－１｜Ｉｍ（λ）｜Ｒｅ（λ）
．

结论１：齐次分数阶系统（５）出现混沌现象的
阶次应该满足条件ｑ＞０．

事实上，齐次分数阶超混沌ＬＵ系统（５）有唯一
的平衡点：Ｏ（０，０，０，０），容易求出该系统在不稳定

平衡点Ｏ处的特征值λ分别为：λ１＝－３５．１０１５，λ２
＝０．３６２９，λ３＝１３．７３８７，λ４＝－３．００００，利用上面的
引理计算可得：ｑ＞０就可能产生混沌现象，显然这仅
仅是（５）产生混沌现象的一个必要条件．

进一步，在下面的图４中，我们给出了分岔参
数为阶次参数的分岔图，从数值结果可以看出：仅

当 ｑ取值为０．８６５～１．０００时，系统会呈现较为复
杂的动力学行为．

图４　ｘ２（ｔ）－ｑ分岔图

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ：

ｓｔａｔｅｘ２（ｔ）ｖ．ｓ．ｏｒｄｅｒｐａｒａｍｅｔｅｒｑ

在以下的讨论中，我们将仅讨论（５）取混沌阶
次参数时（对应分数阶混沌系统）的同步控制问

题，当然，对于对应周期的各类情形，所有理论分析

依然成立．

３　分数阶超混沌Ｌü系统的广义同步

３．１　广义同步概念
首先回顾混沌系统的广义同步概念．考虑以下

两个不同的分数阶系统：

ｄｑＸ
ｄｔｑ
＝ｆ（Ｘ），　　（ａ）

ｄｑＹ
ｄｔｑ
＝ｇ（Ｙ，Ｘ），　（ａ{ ）

（６）

称式（６ａ）代表的系统为驱动系统，式（６ｂ）代表的
系统为受控响应系统．式中变量满足：Ｘ∈Ｒｎ，Ｙ∈
Ｒｍ，ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ，ｇ：Ｒｎ×Ｒｍ→Ｒｍ，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ，

Ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）
Ｔ，
ｄｑＸ
ｄｔｑ
＝（
ｄｑｘ１
ｄｔｑ
，
ｄｑｘ２
ｄｔｑ
，…，

ｄｑｘｎ
ｄｔｑ
），

ｄｑＹ
ｄｔｑ
＝（
ｄｑｙ１
ｄｔｑ
，
ｄｑｙ２
ｄｔｑ
，…，

ｄｑｙｍ
ｄｔｑ
），

如果Ｙ（ｔ）的轨道由驱动信号 Ｘ（ｔ）唯一地确
定，即响应系统的状态输出Ｙ（ｔ）与驱动系统状态Ｘ
（ｔ）满足某种函数关系，在响应系统的吸引域内，任
意改变响应系统的初值 Ｙ（０），系统都会趋于与初

７４２
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始条件Ｙ（０）无关的解，这时，我们就说 Ｙ（ｔ）与 Ｘ
（ｔ）同步．当这两个混沌信号同步时，Ｙ（ｔ）与 Ｘ（ｔ）
可能并不相等，甚至它们的维数都可以不同．这种
现象被称为两个分数阶系统实现了广义同步（Ｇｅｎ
ｅｒａｌｉｚｅｄ－Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ）．显然，通常意义下的Ｐ－
Ｃ完全同步是广义同步（Ｇ－Ｓ同步）的特例［７］，［２０］．

３．２　线性广义同步观测器设计
根据常见非线性系统的特点，一般地，无妨设

驱动系统具体形式为下面的方程：

ｄｑＸ
ｄｔｑ
＝ＡＸ＋ＢＦ（Ｘ）＋Ｃ （７）

现基于传统的观测器理论，构造一类响应系统

如下：

ｄｑＹ
ｄｔｑ
＝ＰＡＰ－１Ｙ＋ＰＢＦ（Ｘ）＋ＰＣ＋

　Ｋ（Ｗｍ（Ｘ）－Ｗｓ（Ｙ）） （８）

式中：Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，Ｃ∈Ｒｎ×１，０＜ｑ≤１，Ｐ∈Ｒｎ×ｎ

可为任意的满秩矩阵，Ｗｍ（Ｘ），Ｗｓ（Ｙ）分别为驱动
系统（７）和响应系统（８）的状态输出．

容易证明，当 Ｗｍ（Ｘ），Ｗｓ（Ｙ）满足一定条件
时，成立如下定理：

定理１　（分数阶混沌系统线性广义同步定理）
当（Ａ，Ｂ）能控、可测，Ｗｍ（Ｘ）＝ＰＸ，Ｗｓ（Ｙ）＝Ｙ

且｜ａｒｇ（λｉＰＡＰ－１－Ｋ）｜＞
ａπ
２，（ｉ＝１，２，…，ｎ）时，响应系

统（８）与驱动系统（７）的状态输出满足如下演化关
系：ｌｉｍ

ｔ→＋∞
‖Ｙ－ＰＸ‖＝０，亦即，驱动与相应系统实现

了广义同步，且随时间演化，最终响应系统状态 Ｙ
（ｔ）与驱动状态Ｘ（ｔ）满足关系：Ｙ＝ＰＸ，特别地，称满
秩矩阵Ｐ为确定广义同步状态变量具体关系的线性
关系矩阵．

证明：设 ｅ＝Ｙ－ＰＸ，根据分数阶微分性质，由
式（７），式（８）得

ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝ｄ

ｑＹ
ｄｔｑ
－Ｐｄ

ｑＸ
ｄｔｑ
＝ＰＡＰ－１Ｙ＋ＰＢＦ（Ｘ）＋ＰＣ＋

　Ｋ（Ｗｍ（Ｘ）－Ｗｓ（Ｙ））－Ｐ（ＡＸ＋ＢＦ（Ｘ）＋

　Ｃ）＝ＰＡＰ－１（Ｙ－ＰＸ）＋Ｋ（ＰＸ－Ｙ）＝

　（ＰＡＰ－１－Ｋ）（Ｙ－ＰＸ）＝（ＰＡＰ－１－Ｋ）ｅ
亦即：

ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝（ＰＡＰ－１－Ｋ）ｅ＝Λｅ （９）

式中右端：Λ＝ＰＡＰ－１－Ｋ为实常数矩阵．根据前述

引理３，可知｜ａｒｇ（λｉΛ）｜＞
ｑπ
２，（ｉ＝１，２，…，ｎ）时，有

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖ｅ‖＝０，即：ｌｉｍ

ｔ→＋∞
‖Ｙ－ＰＸ‖＝０．

定理证毕．
注１：由式（９）可知，根据矩阵理论，对于任意

的可逆矩阵 Ｐ，总可以通过适当选取常数矩阵 Ｋ，

使得｜ａｒｇ（λｉΛ）｜＞
ｑπ
２，则必有 ｅ→０成立，也就意味

着两个分数阶混沌系统的动力学达到了前述的广

义同步（ＧＳ）．
注２：从上面定理证明的推导过程可见，当可

逆矩阵Ｐ给定时，要设计给定混沌系统的线性广义
同步响应系统，只需要取 Λ＝ＰＡＰ－１－Ｋ的所有特

征值λｉΛ，（ｉ＝１，２，…，ｎ）位于分数阶混沌系统的稳
定区域即可，亦即位于图１的 ｓｔａｂｌｅ区域．因此，可
以先任意选定Λ，然后根据关系 Ｋ＝ＰＡＰ－１－Λ确
定响应系统（８）的具体表达式．
３．３　线性Ｇ－Ｓ同步仿真实例

仍以新近提出的改进超混沌Ｌü系统动力学方
程（５）为例．当取 ａ＝３５，ｂ＝１４，ｃ＝３，ｄ＝５，α＝０．
９５时，系统呈现混沌态．现将式（５）写成紧缩形式，
得到：

ｄｑｅ
ｄｔｑ
＝ＡＸ＋ＢＦ（Ｘ）＋Ｃ

Ｗｍ（Ｘ）
{

＝ＰＸ
（１０）

其中：

Ａ＝

－ａ ａ ０ ０
０ ｂ ０ １
０ ０ －ｃ ０
－ｄ











０ ０ ０

，Ｘ∈Ｒｎ×１，

Ｂ＝

ａ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ ０

，Ｆ（Ｘ）＝

ｙｚ
ｘｚ
ｘｙ











０

，Ｃ∈Ｒｎ×１，

容易验证：在上述参数取值条件下，（Ａ，Ｂ）可
控．

构造响应系统：

ｄｑＹ
ｄｔｑ
＝ＰＡＰ－１Ｙ＋ＰＢＦ（Ｘ）＋

　ＰＣ＋Ｋ（Ｗｍ（Ｘ）－Ｗｓ（Ｙ））

Ｗｓ（Ｙ）










＝Ｙ

（１１）

令Λ＝ＰＡＰ－１－Ｋ的所有特征值 λｉΛ，（ｉ＝１，２，

８４２
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…，ｎ）分别为 λ１，λ２，λ３，λ４，（λｉ＝１，２，３，４＜０），同时，
令确定广义同步状态变量具体关系的线性关系矩

阵Ｐ为：

Ｐ＝

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３ Ｐ１４
Ｐ２１ Ｐ２２ Ｐ２３ Ｐ２４
Ｐ３１ Ｐ３２ Ｐ３３ Ｐ３４
Ｐ４１ Ｐ４２ Ｐ４３ Ｐ













４４

则可以求得常量矩阵Ｋ＝ＰＡＰ－１－Λ具体形式
为：

Ｋ＝ＰＡＰ－１－Λ＝Ｐ

－ａ ａ ０ ０
０ ｂ ０ １
０ ０ －ｃ ０
－ｄ











０ ０ ０

Ｐ－１－

　ｄｉａｇ（λ１，λ２，λ３，λ４） （１２）
这时，系统（１１）成为分数阶混沌系统（１０）的

一个广义同步观测器，利用它可以实时了解原始混

沌系统（１０）的动力学演化特征．最终两系统状态
满足关系：Ｙ＝ＰＸ，即：

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ














４

＝

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｐ１３ Ｐ１４
Ｐ２１ Ｐ２２ Ｐ２３ Ｐ２４
Ｐ３１ Ｐ３２ Ｐ３３ Ｐ３４
Ｐ４１ Ｐ４２ Ｐ４３ Ｐ













４４

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ














４

＝

∑
４

ｉ＝１
Ｐ１ｉｘｉ

∑
４

ｉ＝１
Ｐ２ｉｘｉ

∑
４

ｉ＝１
Ｐ３ｉｘｉ

∑
４

ｉ＝１
Ｐ４ｉｘ



















ｉ

（１３）

亦即：ｙｊ＝∑
４

ｉ＝１
Ｐｊｉｘｉ，（ｊ＝１，２，３，４）成立．

３．４　数值仿真结果
下面分两类情形进行数值仿真验证理论分析

的正确性，本节所有数值仿真均是在 Ｍａｔｌａｂ７．０环
境下进行，采用的数值仿真算法为广义 Ａｄａｍｓ－
Ｂａｓｈｆｏｒｔｈ－Ｍｏｕｌｔｏｎ预估校正算法，初始条件［Ｘ
（０），Ｙ（０）］取为［１，２，３，４，５，６，７，８］，仿真时间区
间为［０ｓ，５０ｓ］，仿真积分步长为０．００１．

情形一：设Ｐ＝ｄｉａｇ（１，１，１，１），此时对应 Ｐ－
Ｃ完全同步观测器设计问题，即观测器状态与原始
系统状态呈现完全同步的情形，具体的数值仿真如

图５所示．
情形二：设Ｐ＝ｄｉａｇ（－１，－１，－１，－１），此时

对应反向同步观测器设计问题，即观测器状态与原

始系统状态呈现反向同步的情形，具体的数值仿真

如图６所示．

图５　当阶次参数全部取为０．９８时，构造的观测器响应系统与

原超混沌分数阶系统发生完全同步的对应状态及误差演化示意图

Ｆｉｇ．５　Ｐ－ＣＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃ

ｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｅｒｅｑ＝０．９８

图６　当阶次参数全部取为０．９８时，构造的观测器响应系统与

原超混沌分数阶系统发生反向同步的对应状态及误差演化示意图

Ｆｉｇ．６　Ａｎｔｉ－ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃ

ｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｅｒｅｑ＝０．９８

情形三：设Ｐ＝

１ ２ ３ ４
１ ４ ９ １６
１ ８ ２７ ６４











１ １６ ８１ ２５６

，此时对应

９４２
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图７　当阶次参数全部取为０．９８时，构造的观测器响应系统与

原超混沌分数阶系统发生Ｇ－Ｓ同步的对应状态及误差演化示意图

Ｆｉｇ．７　Ｌｉｎｅａｒｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ（Ｇ－Ｓ）ｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅｈｙｐｅｒ－ｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍａｎｄｉｔｓｏｂｓｅｒｖｅｒｓｙｓｔｅｍ，ｗｈｅｒｅｑ＝０．９８

线性Ｇ－Ｓ完全同步观测器设计问题，即观测器状
态与原始系统状态呈现广义同步的情形，具体的数

值仿真如图７所示．

４　结论与展望

利用分数阶的常微分动力系统的稳定性理论，

本文首先通过判断线性化后平衡点的稳定不变特

性、辅助以分岔图分析等数值手段，给出了新近提

出的改进型超混沌Ｌü系统对应分数阶系统产生混
沌现象的阶次参数范围；进一步，设计了一类广义

线性同步观测器，该观测器的动力学行为能与原系

统实现任意的线性关系的广义同步，而经典的完全

同步、反相同步以及投影同步可以视为本文提出方

法的特例．本文研究结果对于保密通信领域的研究
者具有部分参考价值，在将来的研究中，我们还将

进一步研究实现任意可微关系的广义同步观测器

设计方案，能否采用单一标量信号实现同步观测器

的设计无疑也是下一阶段需要深入研究的重要课

题．
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