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基于 Ｋｅｌｖｉｎ模型的粘弹性浅拱的动力稳定性
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摘要　研究了外激励作用下非线性粘弹性浅拱的动力行为．通过达朗贝尔原理和欧拉－贝努利假定建立了

浅拱的动力学控制方程，其中采用Ｋｅｌｖｉｎ模型来表示非线性粘弹性材料的本构关系，并利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法将方

程简化用于数值分析．分析了粘弹性材料参数、浅拱矢高、外激励幅值和频率对系统分岔和混沌等非线性动

力学行为的影响，结果表明各种参数条件下系统的非线性动力特性十分复杂，周期运动、准周期运动和混沌

运动窗口在一定条件下交替出现．

关键词　浅拱，　粘弹性，　Ｋｅｌｖｉｎ模型，　非线性动力学，　Ｇａｌｅｒｋｉｎ法

引 言

粘弹性结构在实际工程中有着广泛的应用，外

荷载作用下这类结构的静、动力学性能十分复杂，

国内外学者［１－１１］对此展开了大量的研究．陈立群
和程昌钧等［２－５］对非线性粘弹性梁、柱的动力学行

为进行了系统的研究，分析了结构的动力稳定性和

混沌发生的条件；冯振宇和王忠民等［６］分析了粘弹

性支承粘弹性桩的非线性动力稳定性；张能辉和程

昌钧［７］研究了粘弹性板基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断的非线
性动力行为；程昌钧和张能辉［８］探讨了粘弹性柱壳

在轴压作用下的动力学行为；张能辉和王建军［９］对

粘弹性运动弦线在轴向变速运动时横向振动的非

线性特征．已有关于粘弹性结构研究的文献较少涉
及到拱，外激励作用下粘弹性浅拱非线性动力稳定

性分析的研究未见报道，浅拱在横向荷载作用下有

可能发生屈曲，外激励下结构可能出现内共振及动

力响应产生分叉和混沌等非线性动力学行为，最终

导致系统失稳而使得结构破坏．
本文采用基于Ｋｅｌｖｉｎ模型的粘弹性材料描述，

通过达朗贝尔原理和欧拉 －贝努利假定建立浅拱
的动力学控制方程．通过数值分析方法研究粘弹性
材料、矢高和外激励对粘弹性浅拱的分岔和混沌等

非线性动力稳定特性的影响．

１　基本方程

图１所示跨度为 Ｌ的等截面浅拱，ｙ０（ｘ）为浅

拱轴线的初始位置，ｙ（ｘ，ｔ）为 ｔ时刻的变形，Ｆ（ｘ，
ｔ）为横向分布荷载．引入（１）平截面假定；（２）不考
虑剪切变形和转动惯量；（３）初始轴向推力为零假
定后，由达朗贝尔原理和基本假定浅拱的动力学控

制方程可以写为［１２］：

图１　浅拱的结构示意图
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采用Ｋｅｌｖｉｎ模型来表示材料的粘弹性特征，上

式中Ｅ用Ｅ０＋η／ｔ代替，其中 Ｅ０为刚度常量，η
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上式即为粘弹性浅拱基于 Ｋｅｌｖｉｎ模型的非线性动
力方程，其一阶、二阶截断所得到的单自由度和两

自由度模型分别为
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其中（·）表示对 τ求导．上面两式即可用于数值
分析粘弹性浅拱的非线性动力稳定性．

２　数值计算与分析

本节通过数值计算来分析粘弹性浅拱的非线

性动力学行为，计算过程中取 Ｅ０＝３．０×１０
９ｋｇ／

ｍ２，ρ＝２．５×１０９ｋｇ／ｍ２，Ａ＝０．６４ｍ２，Ｌ＝１０ｍ，β＝４．
５，Ｉ＝０．０３４１３ｍ４，ｒ１＝ｒｓｉｎ（Ωτ），ｒ２＝０，ｂ２＝０．
２．１　材料参数的影响

图２给出了单自由度和两自由度两种模型在
相同参数条件下广义坐标ｑ１的计算结果对比图．

图２　两种模型结果对比图

（ｋ＝０．００００５，ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｈｅｔｗｏｍｏｄｅｌｓｗｉｔｈ

（ｋ＝０．００００５，ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

从图中时间历程曲线、相图和Ｐｏｉｎｃａｒé映射可看出
两种不同截断系统虽然具有较好的等价性，但二种

模型中模态对应的位移响应存在一定的差异．给定
矢高和激励参数 ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π，图３给
出了单自由度模型粘弹性浅拱随材料参数 ｋ变化
的分岔图．从中可以看到单自由度模型显示出复杂
的非线性动力特性，在图中可以观察到混沌运动和

准周期运动的窗口，而当ｋ值增至一定程度时系统
运行相对稳定．图４则给出了与之对应的两自由度
模型的分岔图，从图４（ａ，ｂ）中均可看到材料参数
对非线性动力特性的重要影响，广义坐标 ｑ１和 ｑ２

３１２
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的幅值随材料参数ｋ的增大而固定在某一范围内．
同时与图３对比，两自由度模型的一阶模态幅值大
于单自由度模型的幅值，因此二阶模态的非线性响

应对粘弹性浅拱的一阶模态的响应影响显著．

图３　材料参数变化时单自由度模型系统分岔图

（ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

Ｆｉｇ．３　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｈｅｓｉｎｇｌｅＤＯＦｍｏｄｅｌｗｉｔｈ

（ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

图４　材料参数变化时两自由度模型系统分岔图

（ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

Ｆｉｇ．４　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｖｅｒｓｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆ

ｔｗｏＤＯＦｍｏｄｅｌｗｉｔｈ（ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

２．２　矢高参数的影响
图５给出了粘弹性浅拱随矢高参数变化时的

分岔图，其中材料、外激励参数给定为 ｋ＝０．
００００１，ｒ＝１．０，Ω＝２π．从图中可以看出在矢高参

数ｂ１≤１．７０时系统的运动较为稳定，运动形态以

周期运动为主；而在ｂ１继续增至７．０５的过程中系

统的运动则多为混沌运动；ｂ１继续增大时系统的运
动又以周期运动和准周期运动为主．因此，系统的

各种运动形态随矢高参数 ｂ１的变化而交替出现，
粘弹性浅拱的非线性动力行为十分复杂．

图５　矢高变化时系统分岔图（ｋ＝０．００００１，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

Ｆｉｇ．５　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｖｅｒｓｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆａｒｃｈｒｉｓｅｗｉｔｈ

（ｋ＝０．００００１，ｒ＝１．０，Ω＝２π）

２．３　荷载参数的影响
外激励对粘弹性浅拱非线性从运动形态的影

响一般考察激励的幅值和频率两个重要参数，基于

此图６和图７分别给出了粘弹性浅拱运动时广义
坐标ｑ１和ｑ２随激励幅值和频率变化的分岔图，前
图中ｋ＝０．００００１，ｂ１＝２．０，Ω＝２π，后图中 ｋ＝０．
００００１，ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０．

图６中激励幅值区域为（１，５０），从中可以看
到当激励幅值位于区间 ｒ∈（０，２５］时粘弹性浅拱
的运动形态十分复杂，图中给出了 ｒ＝８，ｒ＝１２．５
和ｒ＝１５时三种典型准周期运动的 Ｐｏｉｎｃａｒé图；而
当激励幅值增大至幅值区间 ｒ∈（２５，５０）内时系统
的运动以准周期运动为主，但其中又相间有明显的

混沌运动窗口，如ｒ＝３２．５．图７给出了激励频率区
域Ω∈（０，２π］内的分岔图，从中可以看到在激励
频率的变化过程中系统的运动非常复杂，周期运

动、准周期运动和混沌运动交替出现．为进一步说
明频率变化区间内粘弹性浅拱的运动特性，图７中
还给出了Ω＝π／４，Ω＝π／２，Ω＝π和 Ω＝１５π／８四
种情况下粘弹性浅拱的 Ｐｏｉｎｃａｒé图，从中可以看到
系统的映射为各种不同的环面，系统的运动以一种

特殊的周期发生变化，即粘弹性浅拱的准周期运动．

４１２
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图６　激励幅值变化时系统分岔图（ｋ＝０．００００１，ｂ１＝２．０，Ω＝２π）

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｖｅｒｓｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｗｉｔｈ

（ｋ＝０．００００１，ｂ１＝２．０，Ω＝２π）

图７　激励频率变化时系统分岔图（ｋ＝０．００００１，ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０）

Ｆｉｇ．７　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｖｅｒｓｕｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｗｉｔｈ（ｋ＝０．００００１，ｂ１＝２．０，ｒ＝１．０）

３　结论

本文从达朗贝尔原理和欧拉 －贝努利基本假
定出发，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法建立了粘弹性浅拱基于
Ｋｅｌｖｉｎ模型的动力微分方程，用数值方法研究了外
激励作用下的非线性动力特性，主要结论有：（１）
材料参数ｋ较小时系统运动较为复杂，ｋ增至某一

值时系统的运动趋于稳定；（２）系统运动对矢高参
数ｂ１的变化非常敏感；（３）激励幅值和频率的变化
对粘弹性浅拱的非线性动力特性影响十分显著，周

期运动、准周期运动和混沌运动窗口在外激励参数

变化时交替出现．
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