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应用非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解微梁的动态响应

宋敉淘　曹登庆
（哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨　１５０００１）

摘要　分析在电场力驱动下微共振器的非线性动力学特性．取前３阶模态，利用非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到单

自由度的降阶模型．用多尺度法计算降阶模型的动态响应，并得出了稳态响应的幅频特性曲线，与利用传统

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法直接取１阶模态所得的结果比较．以数值积分法求解３自由度模型得到的微共振器动力学响

应为参考标准，验证了非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法与传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相比具有较高的精度．
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引 言

微梁共振器从上世纪８０年代起已被用于机械
微传感器，其后在无线电通讯领域得到了广泛应

用，致使高频与高性能微共振器得到快速发展．
ＭＥＭＳ共振器在上世纪９０年代被提议向大结构共
振器发展．对于ＭＥＭＳ装置有很多驱动方式，由于
高效与结构的简单使得电场力驱动更优于其它的

驱动方式［１］．电场力驱动方式是通过在结构上加电
压而产生电场以驱动结构运动．所加电压分为直流
电压、交流电压或两者的组合．电压的频率和幅值
可以精确地控制，从而实现机械元件的运动控制．
在微梁共振器中，微梁在直流电偏置的基础上，再

利用简谐交流电压驱动微梁振动．需要注意的是，
这样的装置应避免所加电压超过一定范围使得驱

动过程中出现失稳现象［２，３］（ｐｕｌｌ－ｉｎｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ），
最终导致结构破坏．该现象是由于结构自身的恢复
力不足以阻止外激励的作用而产生的失稳．与此同
时，这一现象也可以用于设计射频（ＲＦ）微开关，改
善通常情况下高压驱动的局面．有许多文献［２－
４］已经研究过直流静电驱动失稳现象，提出了一些
处理方法来预测失稳阈值以指导设计人员如何来

避免或利用它．但微梁结构表现出来的非线性特性
与所加电压交流部分有更大的关系［１，４－６］．事实上，
因交流电压而导致失稳的极限电压值会低于直流

电压驱动的极限值［７］．
文献［８］探讨了交流与直流混合电压驱动时

系统的失稳现象与单用直流电压驱动时的区别，并

指出利用ｐｕｌｌ－ｉｎ现象可方便调节交流电压的频
率或振幅以达到低压瞬间驱动 ＲＦ微开关．文献
［９］则分析了微共振器分别在超谐波与亚谐波激
励下的动力学特性，指出在亚谐波的激励下微梁所

受到的阻尼对动力学响应影响很小．基于这点可以
设计出高效率的射频开关．

迄今为止，国内外学者对电场力激励下的微梁

动力学特性已经做了大量的研究．在建立微梁的动
力学模型时，大都采用有限元方法，但数量众多的

有限单元不仅给求解系统的动态响应带来困难，而

且也不便于定性分析．另一种方法是建立微梁的连
续模型（偏微分方程及其相应的边界条件），利用

线性部分的模态将其离散化，再采用传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
截断方法将系统降维．

非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法是一种降维的方法，其理
论基础是处理无穷维动力系统的理论 －近似惯性
流形理论［１０，１１］．与之在同样的基础下产生的另一
种相同性质的方法是ＩＵ（ＩｎｃｒｅｍｅｎｔａｌＵｎｋｎｏｗｎ）方
法［１２］．传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的局限在于通过将解向
平直子空间投影进行简化而显粗糙，它完全忽略了

高频部分对系统响应的影响．非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
通过将解向近似惯性流形投影以将高频分量整合

到低频分量之中而更精确地描述系统的响应．另一
方面，在同样的精度下，非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法比传
统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法更能节省数值计算量，给数值计算
带来很大的方便．
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Ｍａｔｔｈｉｅｓ和Ｍｅｙｅｒ［１３］介绍了一种近似惯性流形
投影方法，并将其用于研究风涡轮的疲劳问题，实

现了误差估计与控制．Ｓｉｎｈａ等［１４］从理论和应用两

方面介绍了投影于相空间的系统与二阶动力系统

的降维方法．
张新华和徐健学［１５］将非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法引

入到梁的非线性动力学长期性态分析之中，处理了

一个简支梁的问题并与传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的处理
结果进行了比较，验证了非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法在动
力学系统长期形态分析中的优越性．

本文以电场力激励下的共振器微梁为具体研

究对象，建立用偏微分方程及其相应的边界条件表

示的非线性动力系统．在此基础上，分别采用两种
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法将系统降维成单自由度系统．其中传
统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法仅截取第一阶模态，完全忽略高阶
模态的影响，而非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法考虑第二、第
三阶模态对第一阶模态的贡献．对两种方法得到的
单自由度系统，采用多尺度法分别求解其在主共振

情况下的动态响应．最后，以直接求解三个自由度
系统得到的响应作为标准，评价两种方法的优劣．

１　微梁振动微分方程及其离散化

１．１　电场激励共振器微梁的建模
考虑图１所示电场激励下共振器微梁，利用达

朗伯原理可得系统的运动微分方程如下：

图１　电场激励微梁示意图
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各参数物理意义如下：

Ｅ为材料的弹性模量；

Ｉ＝１１２ｂｈ
３为绕横截面中性轴的惯性矩；

ρ为材料的密度；

Ａ＝ｂｈ为横截面的面积；
ｃ为单位长度的粘性阻尼系数；
Ｎ为初始轴力．
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１．２　振型计算
考虑无阻尼线性梁的振型 ｉ（ｘ），即满足如下

微分方程：

ｉｖｉ＝Ｎ
＂
ｉ＋ω

２
ｉｉ （４）

及相应的边界条件和归一化条件的解．边界条件：

ｉ（０）＝ｉ（１）＝０，
′
ｉ（０）＝

′
ｉ（１）＝０ （５）

正交性与归一化条件：

∫
１

０
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设方程（４）的解为：
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方程具有非零解的条件是其系数行列式为零，即
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Ｎｓｉｎλｉ１ｓｈλｉ２－２ωｉｃｏｓλｉ１ｃｈλｉ２＋２ωｉ＝０ （８）
采用文［８］中提到的一组微梁参数（见表１），

并设无量纲轴向力Ｎ＝８．７，则由式（８）可求得微梁
的前三阶频率为：

ω１＝２４．６，ω２＝６４．８，ω３＝１２４．４
表１　微梁参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｍｉｃｒｏｂｅａｍ

Ｌ（μｍ） ｈ（μｍ） ｂ（μｍ） ｄ（μｍ） Ｅ（Ｇｐａ） ρ（ｋｇ／ｍ３）
５１０ １．５ １００ １．１８ １４９ ２１００

振型函数为

　ｉ＝ａｉ
～

ｉ＝ａｉ（－ｃｏｓλｉ１ｘ＋ｃｈλｉ２ｘ）－

ａｉ
λｉ１ｓｉｎλｉ１＋λｉ２ｓｈλｉ２
λｉ１（ｃｏｓλｉ１－ｃｈλｉ２）

（ｓｉｎλｉ１ｘ－
λｉ１
λｉ２
ｓｈλｉ２ｘ）（９）

式中ａｉ＝（∫
１

０

～２
ｉｄｘ）

－１／２．

１．３　动力学方程离散化
令方程（３）解的形式为：

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ｕｉ（ｔ）ｉ（ｘ）

将上式代入方程（３），两端分别乘以 ｎ（ｘ）（１－

ｗ）２，考虑到式（４），得到离散化的动力学方程为：
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１

０
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∑
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１
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１

０
ｉｊｋｎｄｘ＋α１∑

Ｍ
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∫
１

０
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Ｍ
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ｕｉｕｊｕｋｕｌΓ（ｉ，ｊ）∫
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０
ｋ
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２∫
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０
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２　两种Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法降维

以下用传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法分别将原系统降为１个自由度系统．
２．１　传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法降维

令ｎ＝１，Ｍ＝１得：

　 （̈ｕ１＋ｃｕ１＋ω
２
１ｕ１）（１－２ｕ１∫

１

０
３１ｄｘ＋ｕ

２
１∫
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１

０
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＂
１ｄｘ－ｕ

２
１∫
１

０
３１

＂
１ｄｘ） （１１）

将位移ｕ１写成

ｕ１＝ｕ１ｓ＋ｕ１ｄ （１２）

ｕ１ｓ，ｕ１ｄ分别为直流、交流电压产生的位移，则有

ω２１ｕ１ｓ（１－２β２ｕ１ｓ＋β３ｕ
２
１ｓ）＝α２β１Ｖ

２
ｄｃ＋

　α１β７ｕ
３
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２
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式中
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１
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０
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根据（１１）、（１２），并考虑到（１３）得
　（̈ｕ１ｄ＋ｃｕ１ｄ＋ω

２
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２
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２
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２
１－α１β７γ４
γ１

，

ｐ４＝
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２
１－α１β７γ５
γ１

，　ｐ５＝
２α２β１Ｖｄｃ
γ１

２．２　非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法降维
在式（１０）中取 Ｍ＝３，当 ｎ分别取１，２，３时可

以得到３个自由度的常微分方程组，为了便于计
算，在此我们取一个反映高频部分与低频部分关系

的近似惯性流形．考虑到高频部分对时间的导数很

７０２
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小，令：ｕ２＝０，̈ｕ２＝０，ｕ３＝０，̈ｕ３＝０．于是，３自由度
系统进一步近似为１个常微分方程和２个非线性
代数方程．忽略高阶小量进一步化简得到形式更为
简单的关系式：

　 （̈ｕ１＋ｃｕ１＋ω
２
１ｕ１）（１－２ｕ１∫

１

０
３１ｄｘ－２ｕ３∫

１

０
２１３ｄｘ＋

ｕ２１∫
１

０
４１ｄｘ＋２ｕ１ｕ３∫

１

０
３１３ｄｘ）＝２ω

２
３ｕ１ｕ３∫

１

０
２１３ｄｘ－

ω２３ｕ
２
１ｕ３∫

１

０
３１３ｄｘ＋α１［∫

１

０
１

＂
１ｄｘ（ｕ

３
１Γ（１，１）＋

２ｕ２１ｕ３Γ（１，３））＋ｕ
２
１ｕ３Γ（１，１）∫

１

０
１

＂
３ｄｘ］＋

α２［Ｖｄｃ＋Ｖａｃｃｏｓ（Ωｔ）］
２∫
１

０
１ｄｘ （１６）

ｕ２＝０ （１７）

ｕ３＝（ω
２
３＋ｄ１ｕ̈１＋ｄ２ｕ１ｕ̈１＋ｄ３ｕ１＋ｄ４ｕ

２
１）

－１×

　｛（̈ｕ１＋ｃｕ１＋ω
２
１ｕ１）（ｄ５ｕ１－ｄ６ｕ

２
１）＋ｄ７ｕ

３
１＋

　α２［Ｖｄｃ＋Ｖａｃｃｏｓ（Ωｔ）］
２∫１０３ｄｘ｝ （１８）

式中

ｄ１ ＝－２∫
１

０
１

２
３ｄｘ，ｄ２ ＝２∫

１

０
２１

２
３ｄｘ，

ｄ３ ＝－２（ω
２
１＋ω

２
３）∫

１

０
１

２
３ｄｘ，

ｄ４ ＝（２ω
２
１＋ω

２
３）∫

１

０
２１

２
３ｄｘ－

　２α１Γ（１，３）∫
１

０
＂１３ｄｘ－α１Γ（１，１）∫

１

０
＂３３ｄｘ，

ｄ５ ＝２∫
１

０
２１３ｄｘ，　ｄ６ ＝∫

１

０
３１３ｄｘ，

ｄ７ ＝α１Γ（１，１）∫
１

０
＂１３ｄｘ．

由于
ｕ１
ω３
，
ｕ̈１
ω３
为小量，将（ω２３＋ｄ１ｕ̈１＋ｄ２ｕ１ｕ̈１＋ｄ３ｕ１＋

ｄ４ｕ
２
１）

－１展开，忽略三阶及以上小量，将 ｕ３代入
（１６），化简得

（̈ｕ１＋ｃｕ１＋ω
２
１ｕ１）（ｎ０＋ｎ１ｕ１＋ｎ２ｕ

２
１）＝ｍ１ｕ

３
１＋

　ｍ２ｃｕ
２
１ｕ１＋ｍ２ｕ

２
１ｕ̈１＋ｍ３ｕ１＋ｍ４Ｖ

２
ｄｃ＋

　２ｍ４ＶｄｃＶａｃｃｏｓ（Ωｔ） （１９）
其中

ｎ０ ＝１－
２α２Ｖ

２
ｄｃ

ω２３ ∫
１

０
２１３ｄｘ∫

１

０
３ｄｘ，

ｎ１ ＝－２∫
１

０
３１ｄｘ，

ｎ２ ＝－４（∫
１

０
２１３ｄｘ）

２ω
２
１

ω２３
＋∫

１

０
４１ｄｘ，

ｍ１＝α１Γ（１１）∫
１

０
１

＂
１ｄｘ＋４ω

２
１（∫

１

０
２１３ｄｘ）

２，

ｍ２ ＝４（∫
１

０
２１３ｄｘ）

２，

ｍ３ ＝２α２Ｖ
２
ｄｖ∫
１

０
２１３ｄｘ∫

１

０
３ｄｘ，

ｍ４ ＝α∫
１

０
１ｄｘ

令ｕ１＝ｕ１ｓ＋ｕ１ｄ，其中 ｕ１ｓ为直流电压产生的静位

移，ｕ１ｄ为交流电压产生的位移，则

ω２１ｕ１ｓ（ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋ｎ２ｕ
２
１ｓ）＝ｍ１ｕ

３
１ｓ＋ｍ３ｕ１ｓ＋

ｍ４Ｖ
２
ｄｃ （２０）
考虑到（２０）式，（１９）式可进一步写成
ｕ̈１ｄ＋ｃｕ１ｄ＋ω

２
ｆｕ１ｄ＝ｑ１ｕ１ｄｕ̈１ｄ＋ｑ２ｕ

２
１ｄｕ̈１ｄ＋

　ｑ１ｃｕ１ｄｕ１ｄ＋ｑ２ｃｕ
２
１ｄｕ１ｄ＋ｑ３ｕ

２
１ｄ＋ｑ４ｕ

３
１ｄ＋

　ｑ５Ｖａｃｃｏｓ（Ωｔ） （２１）
式中，

　ω２ｆ＝
（ｎ０＋２ｎ１ｕ１ｓ＋３ｎ２ｕ

２
１ｓ）ω

２
１－３ｍ１ｕ

２
１ｓ－ｍ３

ｎ０＋ｎ１ｎ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ
２
１ｓ

＞０，

ｑ１＝
２（ｍ２－ｎ２）ｕ１ｓ－ｎ１

ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ
２
１ｓ
，ｑ２＝

ｍ２－ｎ２
ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ

２
１ｓ
，

ｑ３＝
３ｍ１ｕ１ｓ－３ω

２
１ｕ１ｓｎ２－ｎ１ω

２
１

ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ
２
１ｓ
，ｑ４＝

ｍ１－ｎ２ω
２
１

ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ
２
１ｓ
，

　ｑ５＝
２ｍ４Ｖｄｃ

ｎ０＋ｎ１ｕ１ｓ＋（ｎ２－ｍ２）ｕ
２
１ｓ

３　多尺度法求解稳态解

３．１　多尺度法求解
由上一节的推导可以看出，两种情况下所得方

程（１５）与方程（２１）具有相同的形式，写成通式为
ｖ̈＋ｃｖ＋ω２ｇｖ＝λ１ｖ̈ｖ＋λ２ｖ

２ｖ̈＋λ１ｃｖｖ＋λ２ｃｖ
２ｖ＋

　λ３ｖ
２＋λ４ｖ

３＋λ５Ｖａｃｃｏｓ（Ωｔ） （２２）
考虑主共振情况，取

Ω＝ωｇ＋ε
２σ （２３）

σ＝Ｏ（１）为调谐参数．令：ｃ＝ε２珓ｃ，Ｖａｃ＝ε
３Ｖ
～

ａｃ，设解

的形式为

ｖ＝εｖ１＋ε
２ｖ２＋ε

３ｖ３＋… （２４）

其中，Ｔｎ＝ε
ｎｔ（ｎ＝０，１，…）．代入方程（２２）得

　ε１：Ｄ２０ｖ１＋ω
２
ｇｖ１＝０ （２５）

　ε２：Ｄ２０ｖ２＋ω
２
ｇｖ２＝－２Ｄ０Ｄ１ｖ１＋λ１ｖ１Ｄ

２
０ｖ１＋λ３ｖ

２
１ （２６）

　ε３：Ｄ２０ｖ３＋ω
２
ｇｖ３＝－Ｄ

２
１ｖ１－２Ｄ０Ｄ２ｖ１＋λ１ｖ２Ｄ

２
０ｖ１＋

２λ１ｖ１Ｄ０Ｄ１ｖ１＋λ２ｖ
２
１Ｄ
２
０ｖ１－珓ｃＤ０ｖ１＋λ１ｖ１Ｄ

２
０ｖ２－

８０２
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２Ｄ０Ｄ１ｖ２＋２λ３ｖ１ｖ２＋λ４ｖ
３
１＋λ５Ｖ

～

ａｃｃｏｓ（Ωｔ） （２７）
由方程（２５）求得

ｖ１＝Ａ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉωｇＴ０）＋
　珔Ａ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（－ｉωｇＴ０） （２８）

将（２８）式代入方程（２６）得
Ｄ２０ｖ２＋ω

２
ｇｖ２＝（λ３－λ１ω

２
ｇ）（Ａ

２ｅｘｐ（２ｉωｇＴ０）＋
　Ａ珔Ａ）－２ｉωＤ１Ａｅｘｐ（ｉωｇＴ０）＋ｃｃ （２９）

消去久期项得

Ｄ１Ａ＝０ （３０）
即Ａ与Ｔ１无关．于是由（２９）式可解得

ｖ２＝－
１
３ω２ｇ
（λ３－λ１ω

２
ｇ）Ａ

２ｅｘｐ（２ｉωｇＴ０）＋

　１
ω２ｇ
（λ３－λ１ω

２
ｇ）Ａ珔Ａ＋ｃｃ （３１）

将ｖ１，ｖ２代入方程（２７）得

Ｄ２０ｖ３＋ω
２
ｇｖ３＝［

１
３（λ３－λ１ω

２
ｇ）（５λ１－

２λ３
ω２ｇ
）＋

　λ４－λ２ω
２
ｇ］Ａ

３ｅｘｐ（３ｉωｇＴ０）－［２ｉωｇＤ２Ａ＋

　珓ｃｉωｇＡ－
λ５
２Ｖ
～

ａｃｅｘｐ（ｉσＴ２）］ｅｘｐ（ｉωｇＴ０）－

　［１３（λ３－λ１ω
２
ｇ）（λ１－

１０λ３
ω２ｇ
）＋３λ２ω

２
ｇ－

　３λ４］Ａ
２珔Ａｅｘｐ（ｉωｇＴ０）＋ｃｃ （３２）

上式消去久期项得

２ｉωｇＤ２Ａ＋珓ｃｉωｇＡ－
λ５
２Ｖ
～

ａｃｅｘｐ（ｉσＴ１）＋［
１
３（λ３－

　λ１ω
２
ｇ）（λ１－

１０λ３
ω２ｇ
）＋３λ２ω

２
ｇ－３λ４］Ａ

２珔Ａ＝０

（３３）
令

κ１＝
１
３（λ３－λ１ω

２
ｇ）（λ１－

１０λ３
ω２ｇ
）＋３λ２ω

２
ｇ－３λ４

（３４）
则（３３）式简化成

２ｉωｇＤ２Ａ＋珓ｃｉωｇＡ＋κ１Ａ
２珔Ａ－

λ５
２Ｖ
～

ａｃｅｘｐ（ｉσＴ２）＝０

（３５）
令

Ａ＝１２ａｅｘｐ（ｉφ） （３６）

其中ａ，φ是Ｔ２的实函数．将（３６）式代入（３５）式得

ａ′＝－１２珓ｃａ＋
１
２
λ５Ｖ

～

ａｃ

ωｇ
ｓｉｎ（σＴ２－φ） （３７）

ａφ′＝１８
κ１ａ

３

ωｇ
－１２
λ５Ｖ

～

ａｃ

ωｇ
ｃｏｓ（σＴ２－φ） （３８）

ａ，φ右上角的撇表示对 Ｔ２的导数．取定常解，则得
频幅特性方程：

［
１
４珓ｃ＋（σ－

１
８
κ１ａ

２

ωｇ
）２］ａ２＝

λ２５Ｖ
～２
ａｃ

４ω２ｇ
（３９）

３．２　幅频特性分析

取Ｖｄｃ＝２．０Ｖ，珓ｃ＝２．４６．Ｖ
～

ａｃ分别为１．０，１．５，２．

０时绘出两种方法下系统的幅频特性曲线（图２和
图３）．从图中可以看出，在相同的电压幅值下，随
着Ω的变化，振幅所能达到的最大值差不多大小．
但是，在相同参数情况下，两种方法得出的动态响

应的频率却相差较大．通过图２和图３的对比可以
看出，用传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法所得幅频特性曲线各峰
值点对应的频率与非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法所求得的
结果均有较大的偏离．

图２　幅频特性曲线（传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法）

Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅ（ＴｒａｄｉｔｉｏｎａｌＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ）

图３　幅频特性曲线（非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法）

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅ（ＮｏｎｌｉｎｅａｒＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ）

４　数值验证

截取前三阶模态，利用（１０）式可得３自由度
的非线性耦合微分方程．取 Ｖｄｃ＝２Ｖ，Ｖａｃ＝０．００２Ｖ，
Ω＝２３．７４．采用数值积分法求解，可得梁中点的位
移时间历程（图４）．再分别对采用传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法和非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法降维得到的系统（１５）和
（２１）进行数值求解，由 ｗ＝ｕ１１得出梁中点的位
移时间历程（图５和图６）．

９０２
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由图４，图５和图６可知，采用非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法所得结果比采用传统 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法更能逼近
直接求解前三阶模态的结果．

图４　ｘ＝０．５处的位移时间历程（直接积分求解）

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙａｔｘ＝０．５

（Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）

图５　ｘ＝０．５处的位移时间历程（传统Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法）

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙａｔｘ＝０．５

（ＴｒａｄｉｔｉｏｎａｌＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ）

图６　ｘ＝０．５处的位移时间历程（非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法）

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙａｔｘ＝０．５

（ＮｏｎｌｉｎｅａｒＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ）

５　结论

从本文计算结果可以看出，采用文中所选的参

数，两种Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法降维后得到的系统幅频特性
响应在定性方面一致，但量上差异很大．通过直接
数值积分得出原系统响应作为参考，可以看出非线

性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法所得响应更为接近原系统真实响
应，验证了非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法处理非线性梁动力
学问题的优越性．值得指出的是，由于微梁的非线
性大振幅动态特性的特征，采用传统的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法会带来较大的误差，尤其是响应的频率特征．因
此，在微梁动力学响应分析中采用非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法是必要的．此外，多场耦合是微机电系统的另

一个特点［１６］，如何将非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法应用于
多场耦合作用下的微梁的非线性动力学分析是值

得进一步研究的问题．
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