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非线性振动系统参数识别的迭代离散变分方法

刘正山１　吴志刚１，２

（１．大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）（２．大连理工大学航空航天学院，大连　１１６０２３）

摘要　针对存在干扰的非线性振动系统，本文提出了一种识别模型参数的时域迭代方法．首先，对于每一组

包含随机干扰的测量数据样本，将待辨识参数对时间的导数引入到系统代价函数中，进而利用离散变分原

理导出关于待辨识参数的差分方程，并与修改后的系统约束方程一同求解；通过迭代计算使待识别参数从

给定的初始值收敛到稳定的真值．然后，对通过ｎ组干扰样本得到的参数识别结果取平均值，并作为最终辨

识结果．最后，利用本方法对一个四自由度非线性振动系统的模型参数进行了识别仿真，数值结果证明了该

方法的有效性．
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引 言

动力学系统参数辨识的目的是为了构建准确的

系统动力学模型，以便于进行结构寿命检测、损伤估

计和系统控制等［１］．它是现代控制和优化设计的关键
环节，属于动力学逆问题的范畴，通常利用在实验和

运行中测量到的系统输入输出数据，根据系统辨识理

论和参数识别技术，辨识出系统动力学模型中的待定

参数．随着非线性动力系统各种分析和求解方法的深
入发展、系统试验方法的创新以及现代计算机的应

用，关于非线性动力学系统参数识别的研究已经引起

了广泛的关注，成为重要的前沿课题之一［２］．
两类重要的非线性系统参数识别领域分别为

时域和频域．频域法具有物理意义明确、直观性强
以及计算量小等优点［３］，同时也存在着局部的很小

损伤可能引起很大的偏差［４］，以及不能用于估计系

统阻尼特性［５］，主要用于线性系统等缺陷．而从系
统时域特征提取数据的时域法，则可以准确描述系

统的动力学特性，进而克服频域法的缺陷，用于对

非线性系统的全面分析．本文从时域法角度出发研
究系统参数辨识问题．

从时域角度出发，关于非线性动力系统参数辨

识的研究已经广泛展开．Ｗｏｒｄｅｎ［６］给出了对非线
性系统参数识别方法的概述，介绍了大部分已经成

熟的以及正在发展的参数识别技术，诸如恢复力界

面法、直接参数估计法、Ｎａｒｍａｘ模型、Ｖｏｌｔｅｒｒａ级数
法、逆路径法等．以及其它文献提出的基于扩展卡
尔曼滤波的辨识算法［７］，子结构辨识算法［８］，卡尔

曼滤波增益辨识算法［９］，小生境遗传算法的迟滞非

线性参数识别方法［１０］，２自由度强非线性振动参
数识别方法［１１］等．尽管已经提出诸多的辨识规则，
但是都普遍存在严格的适用条件，因此应用范围有

限，只对少数参数辨识问题才是有效的［５］，非线性

动力系统参数辨识还没有形成相对统一的方法论．
在实际的计算过程中，随机干扰对测量数据的

影响是不可避免的，如何使随机干扰对于实际的参

数识别结果影响最小非常重要．对于含噪声干扰信
号的处理，现在应用比较广泛的是卡尔曼滤波，选

干扰的二次型为代价函数［１２，１３］．本文从该角度出
发对干扰进行处理．

考虑到每一组实际测量信号都是随机信号的

一个样本，因而是确定性的．故本文首先针对每一
组包含干扰的数据样本，假定待辨识参数是随时间

变化的矢量，通过迭代求解获得待辨识参数的估计

值；然后，对通过若干组包含干扰的数据样本得到

的参数识别结果取平均值，从而得到能够表征随机

干扰的确定性的数字特征．

１　辨识问题和辨识方法

考虑由二阶常微分方程形式描述的带有局部
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非线性动力特性的振动系统

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＋Ｎ（ｘ，ｘ，ｑ）＝Ｄ１Ｆ＋Ｄ２ｗ （１）
其中，ｘ，ｘ，̈ｘ分别为系统的位移、速度和加速度矢
量；Ｍ、Ｃ、Ｋ分别为系统的质量阵、阻尼阵和刚度阵
的线性部分；Ｆ为外激励项，Ｄ１为其方向矩阵；ｗ
在此处定义为随机干扰信号的样本，具有确定性，

Ｄ２为其方向矩阵；Ｎ为综合项，描述动力系统的待
辨识参数项ｑ以及非线性项．

为了便于利用离散变分方法进行参数识别，

将描述连续振动系统的二阶常微分方程转化为常

见的离散状态空间模型．首先，将式（１）转化为一
阶状态空间模型

ｚ（ｔ）＝Ａｚ（ｔ）＋ＢＮ（ｘ，ｘ，ｑ）＋Ｈ１Ｆ＋Ｈ２ｗ （２）

其中，ｚ＝｛ｘＴ　ｘ̈Ｔ｝Ｔ，ｚ＝｛ｘＴ　ｘＴ｝Ｔ

Ａ＝
０ Ｉ

－Ｍ－１Ｋ －Ｍ－１[ ]Ｃ，Ｂ＝
０

－Ｍ－[ ]１
Ｈ１＝

０

Ｍ－１Ｄ[ ]
１

，Ｈ２＝
０

Ｍ－１Ｄ[ ]
２

然后，将上述连续系统微分方程（２）转化为常
见的离散状态空间模型（具体离散过程见第２节）
状态方程

ｚｋ＋１＝Ｔｚｋ＋ＧＮｋ＋ＨＦｋ＋Ｄｗｋ （３）
量测方程

ｙｋ＝Ｃｚｋ＋ｖｋ （４）
其中，ｚｋ、ｙｋ分别为系统的状态变量和量测矢量，Ｔ、
Ｇ、Ｈ、Ｄ、Ｃ为系统的常系数矩阵，Ｎｋ为综合项，描
述系统的待辨识参数项以及非线性项，Ｆｋ为系统
的外激励项，ｗｋ、ｖｋ分别为随机干扰（高斯白噪声）
样本，并且

Ｔ＝ｅＡη；Ｇ＝（ｅＡη－Ｉ）Ａ－１Ｂ；
Ｈ＝（ｅＡη－Ｉ）Ａ－１Ｈ１；Ｄ＝（ｅ

Ａη－Ｉ）Ａ－１Ｈ２
本文对于每一组包含随机干扰（ｗｋ、ｖｋ）的样

本，在考虑系统干扰二次型最小情况的同时，假设

待辨识参数是随时间变化的，并且希望其对时间的

一阶导数的二次型也最小［１４］，故本文选定的系统

参数辨识问题的代价函数为

Ｊ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［
１
２ｗ

Ｔ
ｋＱｗｋ＋

１
２ｖ

Ｔ
ｋＲｖｋ＋

　 α２（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η

）Ｔ（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η

）］ （５）

其中，Ｑ、Ｒ、α为加权系数，η为采样时间间隔．
将代价函数（５）按照系统约束方程重新调整、

替换成为新的无约束最小二次型问题，然后基于离

散变分原理，完成其一阶变分为零的推导（具体推

导过程见第３节），整理得到关于待辨识参数的差
分方程以及考虑干扰的系统动力学差分方程

　ｑｋ＋１＝２ｑｋ－ｑｋ－１－
η２

α
（Ｇ
Ｎｋ
ｑｋ
）Ｔ［（Ｔ＋Ｇ

Ｎｋ
ｑｋ
）Ｔ］－１×

［－ＣＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）］ （６）

　ｚｋ＋１＝Ｔｚｋ＋ＧＮｋ＋ＨＦｋ＋ＤＱ
－１ＤＴ［（Ｔ＋Ｇ

Ｎｋ
ｑｋ
）Ｔ］－１×

［－ＣＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）］ （７）
最终采取如下计算策略：首先，对于每一组包

含随机干扰（ｗｋ、ｖｋ）的数据样本，通过迭代求解上
述修正代价函数（５）极小值的必要条件（６）、（７），
待辨识参数从开始给定的任意初值逐步收敛到稳

定的数值；然后，对若干组存在随机干扰的样本对

应收敛到稳定数值的待辨识参数结果取平均值．
本方法的优势在于：首先，在第２节利用精细

积分方法离散得到的系统差分方程，能够保证系统

离散化后的精度；其次，通过一定步骤的离散变分

方法推导得到待辨识参数的差分方程以及考虑干

扰的系统差分方程，具有计算过程简单，计算速度

比较快的特点．

２　精细积分法导出离散状态空间模型

利用Ｄｕｈａｍｅｌ积分，按照精细积分思想—将状
态空间模型后三项一起作为系统外力项，可以得到

方程（２）的解

ｚ（ｔ）＝ｅＡ（ｔ－ｔ０）ｚ（ｔ０）＋∫
ｔ

ｔ０

ｅＡ（ｔ－ξ）（ＢＮ（ξ）＋

　Ｈ１Ｆ（ξ）＋Ｈ２ｗ（ξ））ｄξ （８）
假定每次采样的时间间隔为 η，则选定的辨识

时间段可以表示为如下形式

ｔｋ＝ｋη，　（ｋ＝０，１，２，…，Ｎ）
则时间为ｔｋ＋１时方程解的形式可以作如下变换

　ｚｋ＋１＝ｅ
Ａ（ｔｋ＋１－ｔ０）ｚ０＋∫

ｔｋ＋１

ｔ０

ｅＡ（ｔｋ＋１－ξ）（ＢＮ（ξ）＋Ｈ１Ｆ（ξ）＋

Ｈ２ｗ（ξ））ｄξ＝ｅ
Ａ（ｋ＋１）ηｚ０＋∫

（ｋ＋１）η

０

ｅＡ（（ｋ＋１）η－ξ）（ＢＮ（ξ）＋

Ｈ１Ｆ（ξ）＋Ｈ２ｗ（ξ））ｄξ＝ｅ
Ａη（ｅＡｋηｚ０＋∫

ｋη

０

ｅＡ（ｋη－ξ）（ＢＮ（ξ）＋

Ｈ１Ｆ（ξ）＋Ｈ２ｗ（ξ））ｄξ）＋∫
（ｋ＋１）η

ｋη

ｅＡ（（ｋ＋１）η－ξ）（ＢＮ（ξ）＋

１０２
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Ｈ１Ｆ（ξ）＋Ｈ２ｗ（ξ））ｄξ≈ｅ
Ａηｚｋ＋∫

η

０

ｅＡτｄτ（ＢＮｋ＋Ｈ１Ｆｋ＋

Ｈ２ｗｋ）＝ｅ
Ａηｚｋ＋（ｅ

Ａη－Ｉ）Ａ－１（ＢＮｋ＋Ｈ１Ｆｋ＋Ｈ２ｗｋ）

（９）

所以对于存在干扰输入的振动系统，可以按照

精细积分形式离散得到离散状态空间模型（２）和
（３）．并且其初始条件为

ｚ０＝ｚ（ｔ０） （１０）

３　待辨识参数及修正后系统差分方程的推导

本文讨论的参数识别问题可以描述如下：在系

统方程（３）、（４）的约束下，求使代价函数（５）取得
极小值的待辨识参数 ｑ．从系统量测方程（４）导出

量测干扰ｖｋ的表示形式，然后代入到代价函数（５）

中；同时利用拉格朗日乘子法将系统动力学方程

（３）代入到代价函数（５）中，把约束条件极值问题
转化为无约束条件极值问题，整理得到

Ｊ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［
１
２ｗ

Ｔ
ｋＱｗｋ＋

１
２（ｙｋ－Ｃｚｋ）

ＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）＋

　 α２（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η

）Ｔ（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η

）＋λＴｋ＋１（ｚｋ＋１－Ｔｚｋ－

　ＧＮｋ－ＨＦｋ－Ｄｗｋ）］ （１１）
其中，独立变量为 ｚ、λ、ｗ．完成上述代价函数 Ｊ对

ｗｋ取最小，得到

ｗｋ＝Ｑ
－１ＤＴλｋ＋１ （１２）

将关于过程干扰［１３］输入的表达式（１２）带入到代价

函数（１１）中，整理得到

Ｊ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
［
１
２（ｙｋ－Ｃｚｋ）

ＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）＋

　 α２（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η
）Ｔ（
ｑｋ＋１－ｑｋ
η
）＋λＴｋ＋１（ｚｋ＋１－Ｔｚｋ－

　ＧＮｋ－ＨＦｋ）－
１
２λ

Ｔ
ｋ＋１ＤＱ

－１ＤＴλｋ＋１］ （１３）

要使上述代价函数（１３）取得最小，则需要Ｊ的一阶
变分为零，即δＪ＝０，所以

　δＪ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
｛［－ＣＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）－Ｔ

Ｔλｋ＋１］
Ｔδｚｋ＋

λＴｋ＋１δｚｋ＋１＋
α
η２
（－ｑｋ＋１＋ｑｋ）

Ｔδｑｋ＋
α
η２
（ｑｋ＋１－ｑｋ）

Ｔδｑｋ＋１＋

（ｚｋ＋１－Ｔｚｋ－ＧＮｋ－ＨＦｋ－ＤＱ
－１ＤＴλｋ＋１）

Ｔδλｋ＋１－

λＴｋ＋１ＧδＮｋ－λ
Ｔ
ｋ＋１ＨδＦｋ｝＝０ （１４）

关于Ｎｋ，Ｆｋ的一阶变分可以描述如下

　δＮｋ＝
Ｎｋ
ｚｋ
δｚｋ＋
Ｎｋ
ｑｋ
δｑｋ　δＦｋ＝

Ｆｋ
ｚｋ
δｚｋ＋
Ｆｋ
ｑｋ
δｑｋ＝０（１５）

由于δｚ０＝０，δｑ０＝０，并假定δｚＮ＝０，δｑＮ＝０，经过整
理，可以得到代价函数的一阶变分表达式

　δＪ＝∑
Ｎ－１

ｋ＝１
｛［－ＣＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）＋λｋ－（Ｔ＋

Ｇ
Ｎｋ
ｚｋ
）Ｔλｋ＋１］

Ｔδｚｋ＋［
α
η２
（－ｑｋ＋１＋２ｑｋ－ｑｋ－１）－

（Ｇ
Ｆｋ
ｑｋ
）Ｔλｋ＋１］＋（ｚｋ＋１－Ｔｚｋ－ＧＮｋ－ＨＦｋ－

ＤＱ－１ＤＴλｋ＋１）
Ｔδλｋ＋１｝＝０ （１６）

由于δｚｋ、δｑｋ、δλｋ＋１为任意值，所以可以得到代
价函数（１３）极值的必要条件

ＣＴＲ（ｙｋ－Ｃｚｋ）＋（Ｔ＋Ｇ
Ｎｋ
ｚｋ
）Ｔλｋ＋１－λｋ＝０ （１７）

ｑｋ＋１＝２ｑｋ－ｑｋ－１－
η２

α
（Ｇ
Ｎｋ
ｑｋ
）Ｔλｋ＋１ （１８）

ｚｋ＋１＝Ｔｚｋ＋ＧＮｋ＋ＨＦｋ＋ＤＱ
－１ＤＴλｋ＋１ （１９）

在实际计算过程中，忽略式（１７）中的λｋ（不影
响实际结果，并使运算简化），因此整理式（１７）、
（１８）、（１９）得到关于待辨识参数的差分方程（６）以
及考虑干扰的系统差分动力学方程（７）．

系统的初始条件可以直接转化为方程（６）、
（７）的初始值

ｚ０＝ｚ（ｔ０），　ｑ０＝ｑ１＝ｃｏｎｓｔ （２０）
因此，非线性系统待辨识参数的求解可以采取下节

所述的计算策略

４　辨识系统参数的算法

⑴ 对于每一组包含随机干扰的测量数据样
本，采取如下计算步骤

Ａ．选定一个时间段［ｔ０，ｔｆ］，正的加权系数 α，

系统的初值ｚ０，并选取参数 ｑ０＝ｑ１＝ｃｏｎｓｔ作为初始
估计值；

Ｂ．由 ｚ０和 ｑ０＝ｑ１＝ｃｏｎｓｔ利用系统约束方程

式（７）求得ｚ１；

Ｃ．在选定的时间段［ｔ０，ｔｆ］内，同时计算方程

式（６）、（７）得到时间段末端的待辨识参数ｑＮ；

Ｄ．将ｑＮ作为ｃｏｎｓｔ，重新计算过程Ａ、Ｂ和Ｃ；
Ｅ．重复步骤Ａ、Ｂ、Ｃ和 Ｄ，直到待辨识的数值

收敛到稳定的数值；

⑵ 通过多组包含随机干扰的测量数据样本分

２０２
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别计算对应的待辨识参数结果，并求其平均值作为

系统模型参数的最终辨识值．
对于每一个包含干扰的数据样本的处理，求解

过程是一个迭代过程．在选定的时间段内，式（６）、
（７）在式（２０）给定的初始条件下同时求解，并将末
端的辨识值作为初始估计值重新计算，每次迭代之

后都更加接近最终的稳定数值．对通过多组包含干
扰的样本得到的参数识别结果取平均值，具有重要

的物理意义［１６］．

５　仿真算例

如图１所示为弹簧—阻尼—质量形式的四自由
度非线性振动系统，Ｍ１上作用有正弦激励Ｆ，Ｍ２与
Ｍ３之间除线性弹簧连接外，还有立方非线性弹簧．其
中，系统参数为Ｍ１＝Ｍ２＝Ｍ３＝Ｍ４＝１ｋｇ，Ｃ１＝Ｃ２＝Ｃ３
＝Ｃ４＝０．０２Ｎｓ／ｍ，Ｋ１＝Ｋ２＝Ｋ３＝Ｋ４＝１０Ｎ／ｓ，ｑ２３＝

１００Ｎ／ｓ３（待辨识参数），非线性弹簧力的形式为

图１　四自由度非线性振动系统

Ｆｉｇ．１　Ｆｏｕｒ－ｄｅｇｒｅｅ－ｏｆ－ｆｒｅｅｄｏｍｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ

Ｎ（ｘ，ｘ，ｑ）＝ｑ（ｘ２－ｘ３）
３ （２１）

在确定条件下（η＝０．００５ｓ，ｔｆ＝５ｓ，α＝１．０×

１０－６），该非线性振动系统受到外部正弦激励力的作
用，激励类型及辨识结果如表１所示（假定仿真过程
中的随机干扰是具有相同的均值和方差的高斯白噪

声（本文取３０组随机样本），且加权矩阵Ｑ＝Ｒ＝Ｉ）．
表１　系统参数辨识结果

Ｔａｂｌｅ１　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

Ｔｙｐｅｓｏｆ
ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

Ｉｄｅａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｇａｕｓｓｉａｎｗｈｉｔｅ
ｎｏｉｓｅ（０，０．００１）

Ｇａｕｓｓｉａｎｗｈｉｔｅ
ｎｏｉｓｅ（０，０．００３）

ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒ
ｆ＝５ｓｉｎ（ｔ） １００．０４ ０．０４％ １０１．２４１０１．２４１０％ ９８．５１６１１．４８３９％
ｆ＝１０ｓｉｎ（１／５ｔ）１００．０３ ０．０３％ １００．６８９２０．６８９２％ ９８．９４９３１．０５０７％
ｆ＝１５ｓｉｎ（１／１０ｔ）１００．０３ ０．０３％ １００．６６８９０．６６８９％ ９８．９２４３１．０７５７％

另外，对于同一组干扰样本，在其它参数相同

的情况下，表２显示选取的计算时间段对于待辨识
参数的收敛速度也有较大影响：当时间段选取的越

长，即利用系统的采样数据越多，收敛到稳定数值

的速度越快；反之，则比较慢．

表２　待辨识参数收敛到稳定值的迭代次数与所选时间段的关系

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｔｉｍｅｓａｎｄｔｈｅｔｉｍｅｓｌｉｃｅ

Ｔｉｍｅｓｌｉｃｅ ｔｆ＝５ｓ ｔｆ＝８ｓｔｆ＝１０ｓ
Ｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ １００ １５ １０

６　结 论

本文所得到的关于待辨识参数的差分方程，是

从离散变分原理导出的，故具有保结构的性质［１７］．
利用该差分方程迭代计算系统未知参数的值，由于

避开了文献［１４］中求解非线性微分方程的过程，
提高了参数估计的计算速度；并且，对所取的时间

段无严格要求，可充分利用系统运动的全部特征数

据．同时对若干组包含随机干扰的样本对应的辨识
结果取平均值，能够表征随机干扰的确定性特征．
通过对不同的待辨识参数进行仿真，结果表明每一

组包含随机干扰的数据样本对应的辨识结果不仅

与文中提到的选取时间段有关，而且与采样时间间

隔也有关，所选择的采样时间间隔越小，结果精度

越高；同时收敛速度与加权系数 α有关，加权系数
在可变化的范围内，取值越小，收敛速度越快．
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