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超混沌 Ｒｓｓｌｅｒ系统和超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统
的全状态混合投影同步

张群娇

（武汉科技学院理学院，武汉　４３００７３）

摘要　用两种不同的方法－主动控制法和自适应控制法实现超混沌 Ｒｓｓｌｅｒ系统和超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统的异

结构全状态混合投影同步，各自设计了不同的控制器，使得响应系统与驱动系统同步．当参数已知时，采用

主动控制法，方法简单有效且不需要构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，实现同步的时间短；当系统参数部分未知或完全

未知时，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，给出自适应同步控制器的系统性设计过程和参数自适应律，使得系统间

迅速达到同步．数值模拟验证了两种方法的有效性．
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引 言

近年来，混沌研究已是非线性科学领域的热点

问题之一，而混沌的同步与控制由于其在物理、通

信、信息科学、医学、生物工程等领域的巨大应用潜

力和发展前途，已经引起广泛关注．自从 １９９０年
Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ提出了混沌控制的原理并在电路
中得以实现以来［１，２］，人们提出了各种混沌控制方

法，如，耦合同步，变结构同步，自适应方法，采样反

馈方法，延迟反馈方法，Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法，脉冲控
制方法等［３－１１］．这些方法讨论的大都是两个相同
结构的混沌系统在不同初值时的同步，关于不同系

统之间的同步研究相对较少，因为它们存在不同结

构以及参数失配问题，然而在实际应用中特别是混

沌系统的同步用于安全通信中，驱动系统与响应系

统的结构有可能是不同的，因此最近也有一些学者

们讨论了考虑异结构的同步问题［１２－１４］．
与低维混沌系统相比，超混沌系统具有更为复

杂的动力学行为，其特点是至少在四维及更高维的

非线性系统中具有两个或两个以上正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数，它广泛存在于自然界、流体、生物、经济等一

大类非线性系统的众多领域中，具有更高的保密

性．因此研究超混沌系统的同步具有更重要的价
值．而全状态混合投影同步（ＦｕｌｌＳｔａｔｅＨｙｂｒｉｄＰｒｏ
ｊｅｃｔｉｖｅＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，简称 ＦＳＨＰＳ）作为一种新的
同步概念，是最近由胡等人提出来的［１５，１６］，常见的

完全同步，投影同步和反同步都是它的特例．相对
来说，它是一种更广义的同步概念．

采用两种不同的方法实现超混沌 Ｒｓｓｌｅｒ系统
和超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统的异结构全状态混合投影同
步．当系统参数已知时，采用主动控制法；当参数
部分未知或完全未知时，基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理
论，设计自适应同步控制器和合适的未知参数的自

适应律，也可实现它们的渐近同步．数值仿真验证
了这两种方法的有效性．

１　问题的提出

驱动系统超混沌Ｒｓｓｌｅｒ系统可描述为

ｘ１＝－ｘ２－ｘ３
ｘ２＝ｘ１＋ａ１ｘ１＋ｘ４
ｘ３＝ｂ１＋ｘ１ｘ３
ｘ４＝－ｃ１ｘ３＋ｄ１ｘ










４

（１）

当ａ１＝０．２５，ｂ１＝３，ｃ１＝０．５，ｄ１＝０．０５时，该

系统是超混沌的．
响应系统超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的模型为

ｙ１＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋ｕ１
ｙ２＝ｂｙ１＋ｃｙ２－ｙ１ｙ３＋ｙ４＋ｕ２
ｙ３＝－ｄｙ３＋ｙ１ｙ２＋ｕ３
ｙ４＝－ｒｙ１＋ｕ










４

（２）

当 ａ＝３５，ｂ＝７，ｃ＝１２，ｄ＝３，ｒ＝５，且不受任何控制

时（即 ｕｉ＝０），这个系统也是超混沌的．这里 ｕｉ是
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待定的控制器．
定义１　对于上述驱动响应系统，如果存在对

角矩阵Ｈ＝ｄｉａｇ｛ｈ１，ｈ２，ｈ３，ｈ４｝（ｈｉ≠０，ｉ＝１，２，３，４）
使得，即ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｙ（ｔ）－Ｈｘ（ｔ）‖＝０，则称它们之间达

到了全状态混合投影同步（ｆｕｌｌ－ｓｔａｔｅｈｙｂｒｉｄｐｒｏｊｅｃ
ｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，记为ＦＳＨＰＳ）．

注释：　如果ｈ１＝ｈ２＝ｈ３＝ｈ４＝ｈ≠０，即ｌｉｍｔ→∞｜ｙｉ
（ｔ）－ｈｉｘｉ（ｔ）｜＝０，则称它们之间达到了文献［１７］
所提出的全状态投影同步（（ｆｕｌｌ－ｓｔａｔｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ
ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，记为 ＦＳＰＳ）．另外，完全同步、反同
步分别是定义１中标量矩阵Ｈ依次取Ｉ４和－Ｉ４的
特例，其中Ｉ４是单位矩阵．

设误差ｅｉ＝ｙｉ－ｈｉｘｉ（ｈｉ≠０），于是可得误差系统

　

ｅ１＝－ａｅ１＋ａｅ２－ａｈ１ｘ１＋（ａｈ２＋ｈ１）ｘ２＋ｈ１ｘ３＋ｕ１
ｅ２＝ｂｅ１＋ｃｅ２＋ｅ４＋（ｂｈ１－ｈ２）ｘ１＋（ｃ－

　ａ１）ｈ２ｘ２－ｙ１ｙ３＋（ｈ４－ｈ２）ｘ４＋ｕ２
ｅ３＝－ｄｅ３＋ｙ１ｙ２－（ｄ＋ｘ１）ｈ３ｘ３－ｈ３ｂ１＋ｕ３
ｅ４＝－ｒｅ１－ｄ１ｅ４－ｒｈ１ｘ１＋ｃ１ｈ４ｘ３－２ｄ１ｈ４ｘ４＋ｄ１ｙ４＋ｕ













４

（３）

２　各种情形下的全状态混合投影同步

情形１．当两个系统的参数都已知时，选择控
制器如下：

ｕ１＝ａｈ１ｘ１－（ａｈ２＋ｈ１）ｘ２－ｈ１ｘ３＋ｖ１（ｔ）

ｕ２＝（ｈ２－ｂｈ１）ｘ１＋（ｈ２ａ１－ｃｈ２）ｘ２＋

　ｙ１ｙ３＋（ｈ２－ｈ４）ｘ４＋ｖ２（ｖ）

ｕ３＝（ｄ＋ｘ１）ｈ３ｘ３－ｙ１ｙ２＋ｈ３ｂ１＋ｖ３（ｔ）

ｕ４＝ｒｈ１ｘ１－ｃ１ｈ４ｘ３＋ｄ１ｈ４ｘ４＋ｖ４（ｔ













）

（４）

这里ｖｉ（ｔ）是关于误差变量ｅｉ（ｉ＝１，２，３，４）的函数
输入信号，即

ｖ１（ｔ）

ｖ２（ｔ）

ｖ３（ｔ）

ｖ４（ｔ













）

＝Ａ

ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ














４

（５）

其中Ａ是４×４的实常数矩阵，关于矩阵 Ａ的选择
有很多种可能性．不妨取

Ａ＝

０ －ａ ０ ０
０ －１－ｃ ０ －１
０ ０ ０ ０
０ ０ ０ －











１

（６）

将（４），（５），（６）代入（３）式，误差系统可简化为
ｅ１＝－ａｅ１
ｅ２＝ｂｅ１－ｅ２
ｅ３＝－ｄｅ３
ｅ４＝－ｒｅ１－ｅ










４

（７）

即误差系统（７）对应的特征值分别为 －ａ，－１，－
ｄ，－１，均小于 ０．由常微分方程的稳定性理论可
得，当ｔ→∞时，状态误差ｅｉ（ｉ＝１，２，３，４）均收敛
于零．从方程（７）出发，选取初值［ｅ１（０），ｅ２（０），ｅ３
（０），ｅ４（０）］＝［－１，－４，３，２］，超混沌 Ｒｓｓｌｅｒ系
统和超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的异结构全状态混合投影
同步的数值仿真结果见图１．

图１　参数都已知时的同步误差图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈａｌｌｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

情形２．当系统（１）的参数未知而系统（２）的参
数已知时，设计控制器

ｕ１＝３５ｙ１－３５ｙ２－ｈ１ｘ３－ｈ１ｘ２－ｋ１ｅ１
ｕ２＝ｈ２^ａ１ｘ２＋ｙ１ｙ３＋ｈ２ｘ１＋ｈ２ｘ４－

　７ｙ１－１２ｙ２－ｙ４－ｋ２ｅ２
ｕ３＝ｈ３^ｂ１－ｙ１ｙ２＋ｈ３ｘ１ｘ３＋３ｙ３－ｋ３ｅ３
ｕ４＝^ｄ１ｈ４ｘ４－^ｃ１ｈ４ｘ３＋５ｙ１－ｋ４ｅ













４

（８）

及参数自适应率

ａ^·１＝－ｈ２ｘ２ｅ２

ｂ^
·

１＝－ｈ３ｅ３

ｃ^·１＝ｈ４ｘ３ｅ４

ｄ^
·

１＝－ｈ４ｘ４ｅ













４

（９）

则未知参数的系统（１）与系统（２）是全状态混合投
影同步的．这里 ａ^１，^ｂ１，^ｃ１，^ｄ１分别是对 ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１

９４１
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的估计，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４是待定的正常数．
记珘ａ＝^ａ１－ａ１，珓ｂ１＝^ｂ１－ｂ１，珓ｃ１＝^ｃ１－ｃ１，珘ｄ１＝^ｄ１－ｄ１，
令Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３＋ｅ

２
４＋珘ａ

２
１＋珓ｂ

２
１＋珓ｃ

２
１＋珘ｄ

２
１）（１０）

由（１），（２），（８），（９）可得
Ｖ·＝－ｋ１ｅ

２
１－ｋ２ｅ

２
２－ｋ３ｅ

２
３－ｋ４ｅ

２
４≤０ （１１）

由于Ｖ· 是半负定的，所以不能直接得出误差系统的
原点是渐近稳定的．因为Ｖ·≤０，则

ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４∈Ｌ∞且 ａ^１，^ｂ１，^ｃ１，^ｄ１∈Ｌ∞．
又因为

ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４∈Ｌ∞，Ｖ
·＝－ｋ１ｅ

２
１－ｋ２ｅ

２
２－ｋ３ｅ

２
３－ｋ４ｅ

２
４

所以

ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４｝∫
ｔ

０
（ｅ２１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３＋ｅ

２
４）≤

　∫
ｔ

０
－Ｖ·ｄｔ＝Ｖ（０）－Ｖ（ｔ）≤Ｖ（０）

所以ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４∈Ｌ２．根据Ｂａｒｂａｌａｔ引理知，当ｔ→
∞时，有 ｅｉ→０．选取比例因子ｈ１＝４，ｈ２＝－２，ｈ３＝
－１０，ｈ４＝３０和反馈系数 ｋ１＝１，ｋ２＝１０，ｋ３＝２３，ｋ４
＝８４，此时的同步误差仿真结果见图２．

图２　系统（１）参数未知而系统（２）参数已知的同步误差图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈｐａｒｔｌｙｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

情形３．当系统（１）和系统 （２）的参数都未知
时，选择控制器

ｕ１＝－ｈ１ｘ３－ｈ１ｘ２－^ａ（ｙ２－ｙ１）－ｋ１ｅ１
ｕ２＝ｈ２ｘ１－ｙ４＋ｙ１ｙ３－^ｂｙ１－^ｃｙ２＋

　ａ^１ｈ２ｘ２＋ｈ２ｘ４－ｋ２ｅ２
ｕ３＝ｈ３^ｂ１－ｙ１ｙ２＋ｈ３ｘ１ｘ３＋^ｄｙ３－ｋ３ｅ３
ｕ４＝^ｄ１ｈ４ｘ４－^ｃ１ｈ４ｘ３＋^ｒｙ１－ｋ４ｅ













４

（１２）

及参数自适应率

ａ^·＝（ｙ２－ｙ１）ｅ１

ｂ^
·

＝ｙ１ｅ２

ｃ^·＝ｙ２ｅ２

ｄ^·＝－ｙ３ｅ３

ｒ^·＝－ｙ１ｅ















４

和

ａ^·＝－ｈ２ｘ２ｅ２

ｂ^
·

＝－ｈ３ｅ３

ｃ^·＝ｈ４ｘ３ｅ４

ｄ^·＝－ｈ４ｘ４ｅ













４

（１３）

则系统（１）与（２）会达到全状态混合投影同
步．这里 ａ^，^ｂ，^ｃ，^ｄ，^ｒ分别是对 ａ，ｂ，ｃ，ｄ的估计，^ａ１，
ｂ^１，^ｃ１，^ｄ１是对的估计，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４是待定的正常
数．记，

珘ａ＝^ａ－ａ，珓ｂ＝^ｂ－ｂ，珓ｃ＝^ｃ－ｃ，
珘ｄ＝^ｄ－ｄ，珓ｒ＝^ｒ－ｒ，

珘ａ１＝^ａ１－ａ１，珓ｂ１＝^ｂ１－ｂ１，珓ｃ１＝^ｃ１－ｃ１，
珘ｄ１＝^ｄ１－ｄ１，珓ｒ１＝^ｒ１－ｒ１

令Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ＝１２（ｅ
２
１＋ｅ

２
２＋ｅ

２
３＋ｅ

２
４＋珘ａ

２＋^ｂ２＋^ｃ２＋^ｄ２＋

　珓ｒ２＋珘ａ２１＋^ｂ
２
１＋^ｃ

２
１＋^ｄ

２
１） （１４）

类似于情形２的证明过程，同理可得，当 ｔ→∞时，
有ｅｉ→０．选取比例因子 ｈ１＝４，ｈ２＝０．２，ｈ３＝－１，
ｈ４＝－２和反馈系数 ｋ１＝１０，ｋ２＝５，ｋ３＝１２，ｋ４＝
１６，此时的同步误差图如图３所示．

图３　系统参数均未知的同步误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈａｌｌｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

０５１
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３　结论

本文采用两种不同的方法实现了超混沌

Ｒｓｓｌｅｒ系统和超混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统的异结构全状态
混合投影同步．主动控制设计的控制器简单，并且
容易实现．但是该方法要求是系统参数已知的条件
下实现同步．而自适应同步法可以在参数部分或完
全未知的情况下实现同步，使得异结构超混沌系统

之间达到渐近的全状态混合投影同步．通过选择适
当的比例因子参数以及反馈系数值，数值模拟实验

验证了所提出的方法是有效可行．
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