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一类混沌系统的部分投影同步的稳定性判据

汪贺　贾贞
（桂林理工大学数理系，桂林　５４１００４）

摘要　研究了一类混沌系统的部分投影同步问题．对于一类三维混沌系统提出了实现部分投影同步的稳定

性判据，用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法从理论上证明了结论．该判据不仅可用于三维系统，也可用于四维超混沌系统中两

个变量的部分投影同步判别．以混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统和超混沌系统为例的数值仿真结果验证了稳定性判据的正

确性和有效性．
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引 言

自然界和人类社会中广泛存在着混沌现象．自
１９６３年Ｅ．Ｎ．Ｌｏｒｅｎｚ发现混沌吸引子［１］以来，人们

对混沌现象有了广泛而深入的研究．由于混沌运动
具有初值的极其敏感性和长时间发展趋势的不可

预测性，过去人们认为混沌的同步非常困难，然而

Ｐｅｃｏｒａ和Ｃａｒｒｏｌｌ在１９９０年首次提出了混沌同步的
思想，并给出了一种混沌同步的有效方法（ＰＣ方
法），从此揭开了混沌同步研究的序幕［２］．在随后
的几年里，人们尝试着用各种不同方法去实现混沌

同步，特别是借助现代控制论的方法取得了前所未

有的成就，先后提出了诸多混沌同步的方法，如反

馈方法，自适应方法，线性耦合方法，变结构控制

法，反步设计法等等［３－７］．随着混沌同步研究不断
深入，人们提出不同类型的混沌同步，如完全同步

或称精确同步（ＣＳ），相同步（ＰＳ），广义同步（ＧＳ），
延迟同步（ＬＳ），互同步（ＭＳ），一致同步（ＵＳ）等
等［８］．１９９９年，Ｍａｉｎｉｅｒｉ和 Ｒｅｈａｃｅｋ在部分线性系
统中观察到了投影同步（ＰｒｏｊｅｃｔｉｖｅＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ）
现象［９］，从此，投影同步很快成为混沌同步研究的

一个热点课题．混沌系统的投影同步是指两个混沌
系统的对应变量按照一定的比例关系线性地演

化［１０－１３］，它是一类特殊的广义同步现象．
本文针对两个三维部分线性的混沌系统提出

了部分投影同步的稳定性判据，给出两个恒同的三

维混沌系统在部分变量的驱动下实现部分同步的

条件，此判据也适用于四维混沌系统的部分投影同

步判别．用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法从理论上证明了结论的
正确性，数值仿真结果也验证了稳定性判据的有效

性．通过数值仿真，还进一步探讨了部分投影同步
比例因子与初值条件的依赖关系．

１　基本概念与模型描述

定义１系统ｕ＝Ｆ（ｕ）称为是部分线性的，若此
系统方程可以写成如下形式：

ｘ＝Ｍ（ｚ）ｘ＝ｆ（ｘ，ｚ）
ｚ＝ｇ（ｘ，ｚ{ ）

（１）

其中，ｕ∈Ｒｎ（ｎ≥３），ｕ＝( )ｘｚ，ｘ∈Ｒｓ，ｚ∈Ｒｎ－ｓ．ｆ：Ｒｎ
→Ｒｓ和ｇ：Ｒｎ→Ｒｎ－ｓ为连续可微向量函数，Ｍ（ｚ）是
关于变量ｚ连续可微的矩阵函数．

注１．有许多典型的混沌系统可表示为部分线
性系统，例如 Ｌｏｒｅｎｚ系统，Ｃｈｅｎ系统，Ｌü系统，超
混沌Ｃｈｅｎ系统，超混沌Ｌü系统等等．

定义２设有两个恒同的混沌系统ｕｍ＝Ｆ（ｕｍ），

ｕｓ＝Ｆ（ｕｓ），其中 ｕｍ，ｕｓ∈Ｒ
ｎ分别为两个系统的状

态向量，Ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ为连续可微函数．若存在非零常
数α，使得：ｌｉｍ

ｔ→∞
‖αｕｍ－ｕｓ‖，则称这两个系统是投

影同步的，称α为比例因子．
两个恒同系统实现了投影同步，意味着这两个

系统的状态向量的各分量都对应成比例，即
ｕｍｉ
ｕｓｉ
＝α

（ｉ＝１，…，ｎ）．若两个系统的状态向量的部分分量
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对应成比例，即
ｕｍｉ
ｕｓｉ
＝α（ｉ＝１，…，ｊ，ｊ＜ｎ），则称两个

系统实现了关于变量ｕｉ的部分投影同步．
设有两个形如（１）式的部分线性的混沌系统，

以变量ｚ为驱动变量构成驱动 －响应结构的耦合
系统方程为：

ｘｍ＝Ｍ（ｚ）ｘｍ
ｚ＝ｇ（ｘｍ，ｚ）

ｘｓ＝Ｍ（ｚ）ｘ
{

ｓ

（２）

其中，下标 ｍ代表驱动系统，ｓ代表响应系统，Ｍ
（ｚ）是仅依赖于变量 ｚ的矩阵．响应系统的状态变
量ｘｓ通过驱动变量ｚ受控于驱动系统．

下面讨论（２）中的两个系统在变量的驱动下
实现部分投影同步的稳定性判据．

２　部分投影同步的稳定性判据

考虑两个恒同的部分线性的三维系统，ｕ＝Ｆ
（ｕ），ｕ＝（ｘ１，ｘ２，ｚ）

Ｔ，取状态变量ｘ１，ｘ２为部分同步
变量，状态变量 ｚ为驱动变量，构成驱动 －响应结
构的耦合系统方程为：

ｘｍ＝Ｍ（ｚ）ｘｍ
ｚ＝ｇ（ｘｍ，ｚ）

ｘｓ＝Ｍ（ｚ）ｘ
{

ｓ

（３）

其中，ｘｍ＝（ｘｍ１，ｘｍ２）
Ｔ，ｘｓ＝（ｘｓ１，ｘｓ２）

Ｔ，Ｍ（ｚ）为：

Ｍ（ｚ）＝

Ｆ１
ｘ１

Ｆ１
ｘ２

Ｆ２
ｘ１

Ｆ２
ｘ











２

我们的目标是寻找系统（３）实现关于变量 ｘ１，
ｘ２的部分投影同步的稳定性判据，即 ｌｉｍｔ→∞‖αｘｍ－ｘｓ
‖＝０成立的条件，它等价于

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘｓｉ
ｘｍｉ
＝α（ｉ＝１，２） （４）

式（４）又可转换为
ｌｉｍ
ｔ→∞
（ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２）＝０ （５）

于是，我们取误差向量 ｅ＝ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２，则误
差系统为

ｅ＝ｘｍ１ｘｓ２＋ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２－ｘｓ１ｘｍ２ （６）
要实现投影同步只需要满足：当 ｔ→∞时，ｅ→

∞，即ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０．

定理１　对于耦合系统（３），若满足
Ｆ２
ｘ１
＋
Ｆ２
ｘ２

＜０，则系统（３）可实现关于变量ｘ１，ｘ２的部分投影
同步．

证明：选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｔ）＝１２ｅ
２

显然，Ｖ（ｔ）是正定的．
Ｖ（ｔ）沿（８）的轨道对时间ｔ的导数为
Ｖ·＝ｅｅ＝ｅ（ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２－ｘｓ１ｘｍ２－ｘｓ１ｘｍ２）＝ｅ

［
Ｆ１
ｘ１
（ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２）＋

Ｆ２
ｘ２
（ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２）］＝

（
Ｆ１
ｘ１
＋
Ｆ２
ｘ２
）ｅ２

由于
Ｆ１
ｘ１
＋
Ｆ２
ｘ２
＜０，则 Ｖ·（ｔ）是负定的．由 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ稳定性理论可知，ｅ渐近趋向于 ０，即有 ｌｉｍ
ｔ→∞

（ｘｍ１ｘｓ２－ｘｓ１ｘｍ２）＝０，从而系统（３）实现了投影同
步，定理１的结论成立．

定理１表明，当耦合系统（３）满足
Ｆ１
ｘ１
＋
Ｆ２
ｘ２
＜０ （７）

时，关于变量ｘ１，ｘ２的部分投影同步存在且同步状
态是稳定的．由于稳定性判据（７）仅仅依赖矩阵 Ｍ
（ｚ）对角线上的元素，因此只要矩阵Ｍ（ｚ）的迹是负
的就能实现部分投影同步．这个判据对判断投影同
步发生有一个明确的形式，此判据简单且易于应

用．
注２．对于某些四维甚至更高维部分线性的混

沌系统，稳定性判据（７）也是适用的．可适当的选
取两个变量作为同步变量，而将其余变量作为驱动

变量，在（７）式成立的条件下也能实现这两个变量
的部分投影同步，下面我们将通过超混沌 Ｌü系统
的数值实验验证这一点．

３　实例与仿真

为了验证定理１的稳定性判据的正确性，下面
分别以Ｌｏｒｅｎｚ系统和超混沌 Ｌü系统为例，给出部
分投影同步发生的条件，并通过数值仿真验证结

论．
３．１　混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的部分投影同步判别

Ｌｏｒｅｎｚ系统描述如下：
ｘ＝－ａｘ＋ａｙ
ｙ＝（ｃ－ｚ）ｘ－ｙ{
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ

（８）

４４１
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当系统参数取值为 ａ＝１０，ｂ＝８／３，ｃ＝２８时，
Ｌｏｒｅｎｚ系统有一个混沌吸引子（图１（ａ））．

由两个混沌 Ｌｏｒｅｎｚ系统构成（３）形式的驱动
－响应结构的耦合系统方程为：

ｘｍ＝－ａｘｍ＋ａｙｍ
ｙｍ＝（ｃ－ｚ）ｘｍ－ｙｍ
ｚ＝ｘｍｙｍ－ｂｚ

ｘｓ＝－ａｘｓ＋ａｙｓ
ｙｓ＝（ｃ－ｚ）ｘｓ－ｙ













ｓ

（９）

其中，Ｍ（ｚ）＝
－ａ ａ( )ｃ－ｚ －ａ

．

由稳定性判据（７）可知
Ｆ１
ｘ
＋
Ｆ２
ｙ
＝－ａ－１＜

０，即当ａ＞－１时，系统（９）可实现关于变量ｘ，ｙ的

部分投影同步，即有ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘｍ
ｘｓ
＝ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙｍ
ｙｓ
＝α．

３．２　超混沌Ｌü系统的部分投影同步判别
超混沌Ｌü系统描述如下：
ｘ＝－ａｘ＋ａｙ＋ｖ
ｙ＝－ｘｚ＋ｃｙ
ｚ＝ｘｙ－ｂｚ










ｖ＝ｘｚ＋ｄｖ

（１０）

其中ａ，ｂ，ｃ，ｄ都是正的常数．当系统的参数取 ａ＝
３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，－０．３５＜ｄ≤１．３时，系统是超混沌
的，其超混沌吸引子见图１（ｂ）．

在超混沌Ｌü系统中，选取 ｚ，ｖ为驱动变量，考
察两个变量ｘ，ｙ的部分投影同步稳定性．如（３）所
描述的，由两个超混沌 Ｌü系统构成的驱动 －响应
结构的耦合系统方程为：

ｘｍ＝－ａｘｍ＋ａｙｍ＋ｖ

ｙｍ＝－ｘｍｚ＋ｃｙｍ
ｚ＝ｘｍｙｍ－ｂｚ

ｖ＝ｘｍｙｍ－ｂｚ

ｘｓ＝－ａｘｓ＋ａｙｓ＋ｖ

ｙｓ＝－ｘｓｚ＋ｃｙ















ｓ

（１１）

其中，Ｍ（ｚ）＝
－ａ ａ( )－ｚ ｃ

．

由稳定性判据（７）可知
Ｆ１
ｘ
＋
Ｆ２
ｙ
＝－ａ＋ｃ＜

０，即当ａ＞ｃ时，系统（１１）可实现关于变量 ｘ，ｙ的

部分投影同步，即有ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘｍ
ｘｓ
＝ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙｍ
ｙｓ
＝α．

３．３　数值仿真
以下给出上面两例的数值仿真实验，并进一步

探讨部分投影同步对初值的依赖关系．

图１　两个混沌吸引子在Ｒ３上的相图

Ｆｉｇ．１　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｗｏｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｉｎＲ３

图２　耦合系统（９）的比例因子随时间的演化图

（ａ）初值取（１，５，－５，１０，１）Ｔ时比例因子α＝２．３４４２；

（ｂ）初值取（１，１５，－５，１０，－５）Ｔ时比例因子α＝０．５１８７

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓｉｎｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（９）

（ａ）Ｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｗｈｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｉｓα＝２．３４４２；

（ｂ）Ｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｗｈｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｉｓα＝０．５１８７

图３　耦合系统（１１）的比例因子随时间的演化图

（ａ）初值取（１，５，－５，１０，－５，８）Ｔ时比例因子α＝０．９９９７；

（ｂ）初值取（２，１０，－５，１５，１５，－５）Ｔ时比例因子α＝０．９５６１

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｓｉｎｃｏｕｐｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（１１）

（ａ）Ｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｗｈｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｉｓα＝０．９９９７；

（ｂ）Ｔｈｅｓｃａｌｉｎｇｆａｃｔｏｒｗｈｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｉｓα＝０．９５６１

图１分别是Ｌｏｒｅｎｚ系统和超Ｌü系统混沌吸引
子在Ｒ３上的相图．图２是 Ｌｏｒｅｎｚ系统比例因子随
时间的演化图，图中取参数 ａ＝１０，ｂ＝８／３，ｃ＝２８，
其中ａ＝１０＞－１满足稳定性判据，由图２可见系
统的两个变量成比例，即 ｘｓ／ｘｍ，ｙｓ／ｙｍ随着时间的

５４１
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变化是迅速收敛到相应的比例因子，这表明 Ｌｏｒｅｎｚ
系统可实现关于变量的部分投影同步．图２（ａ）和
图２（ｂ）分别取初始状态为：（ｘｍ（０），ｙｍ（０），ｚ（０），

ｘｓ（０），ｙｓ（０））
Ｔ＝（１，５，－５，１０，１）Ｔ，（ｘｍ（０），ｙｍ

（０），ｚ（０），ｘｓ（０），ｙｓ（０））
Ｔ＝（１，１５，－５，１０，－

５）Ｔ，随着时间的变化比例因子分别收敛到：２．３４４２
和０．５１８７，即不同的初始条件，对应不同的比例因
子，这表明部分投影同步比例因子随着初值不同而

不同．图３是超混沌 Ｌü系统比例因子随时间的演
化图，图中取参数ａ＝３６，ｂ＝３，ｃ＝２０，ｄ＝１，其中 ａ
＞ｃ满足稳定性判据，由图３可见系统的两个变量
成比例，即 ｘｓ／ｘｍ，ｙｓ／ｙｍ随着时间的变化是迅速收
敛到相应的比例因子，这表明超混沌 Ｌü系统可实
现关于变量 ｘ，ｙ的部分投影同步．图３（ａ）和图３
（ｂ）分别取初始状态为：（ｘｍ（０），ｙｍ（０），ｚ（０），ｖ

（０），ｘｓ（０），ｙｓ（０））
Ｔ＝（１，５，－５，１０，－５，８）Ｔ，（ｘｍ

（０），ｙｍ（０），ｚ（０），ｖ（０），ｘｓ（０），ｙｓ（０））
Ｔ＝（２，１０，

－５，１５，１５，－５）Ｔ，随着时间的变化比例因子分别
收敛到：０．９９９７和０．９５６１．说明不同的初始条件，
对应不同的比例因子，即部分投影同步比例因子对

初值具有依赖性．
注３．从以上的理论分析和实验结果可见，对

于Ｌｏｒｅｎｚ系统，部分投影同步的实现只需满足：ａ＞
－１，参数 ａ对该系统部分投影同步实现起着关键
作用，参数 ｂ和 ｃ没有影响．对超混沌 Ｌü系统，部
分投影同步的实现只需满足：ａ＞ｃ，参数 ａ和 ｃ对
该系统部分投影同步实现起着关键作用．

注４．由于混沌系统对初值的敏感依赖性，不
同的初值将对应不同的稳定同步状态，即（３．１）式
对不同的初始条件 ｘｓ（０），ｘｍ（０），ｚ（０），对应不同
的比例因子α，这说明部分投影同步比例因子对初
值具有依赖性．

４　结论

本文讨论了一类混沌系统的部分投影同步问

题．对于一类部分线性的三维混沌系统提出了实现
部分投影同步的稳定性判据，此结论还可用于四维

超混沌系统中关于两个变量的部分投影同步的判

断．以Ｌｏｒｅｎｚ系统和超混沌 Ｌü系统为例的数值仿
真结果验证了稳定性判据的正确性和有效性．研究
表明，一些系统参数对于实现系统部分投影同步起

着关键作用，在Ｌｏｒｅｎｚ系统和超混沌 Ｌü系统中分
别只需满足ａ＞１和ａ＜ｃ部分投影同步就可实现．
并且部分投影同步的稳定轨道的比例因子对初值

具有依赖性，而这种依赖关系能否用一种函数关系

来表达是我们今后要进一步探讨的问题．
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