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一类时滞系统 Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定的简单判据

李俊余１　王在华１，２

（１．南京航空航天大学振动工程研究所，南京　２１００１６）（２．解放军理工大学理学院应用数理系，南京　２１１１０１）

摘要　近年来，ＬａｍｂｅｒｔＷ函数已被成功的应用到时滞系统的稳定性分析中．但由于ＬａｍｂｅｒｔＷ函数是一个

超越方程的解，而且它的求解需要借助数学软件 Ｍａｐｌｅ，Ｍａｔｌａｂ或Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ才能完成，因此在理解和应用

上都有一定困难．本文通过深入研究，首先利用初等函数描述了 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数根的分布情况，进而给出了

一类时滞系统渐近稳定和鲁棒稳定的简单判据．利用新的判据，原来可以用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数来判定的时滞系

统的稳定性问题，现在只需要用初等函数就可以解决．

关键词　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数，　稳定性，　时滞系统，　鲁棒稳定性

引 言

近几十年来，对时滞系统的研究取得了许多重

要进展［１－５］．一方面，由于能量传输或者信号传递
和测量都需要时间，所以时滞系统在许多领域普遍

存在［５－７，１１］；另一方面，时滞反馈控制在控制不稳

定的平衡点，混沌，同步等有着广泛的应用［６－８］．分
析表明，时滞常常使系统品质变差，使系统失稳，并

且一阶时滞系统都可以发生分岔而导致混沌等复

杂的动力学现象［９，１０］．因此，稳定性分析是研究时
滞系统的基础问题之一．在实际应用中，还常常要
求在所有可能的参数组合下，系统稳定性是鲁棒

的．
稳定性分析方法主要有两类．一类是Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数（或Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函）法，包括线性矩阵不等式
方法（ＬＭＩ）．这类方法应用很普遍［４］，但它给出的

结果往往比较保守．另一类方法是特征根分析法，
常常可以得到比较精细的结果［３－５］［１２－１５］，它主要

包括两种研究思路，一种是基于凸方法的概念和边

界定理［１２，１３］，另一种是基于频率反应图示和零点

分离原则的图示法［１４，１５］．前一种方法随着边界数
目的增加计算的复杂性也随之增加，后一种比较直

观，却很难用来判定鲁棒稳定性．
最近，人们将ＬａｍｂｅｒｔＷ函数成功地应用于一

些特殊时滞系统的稳定性分析中，使系统的特征根

可以由方程的系数来表示［１６－１８］．为了说明这一点，

我们不妨在复数域中考虑具有单个时滞的线性微

分方程：

Ｚ
·

＝ＡＺ（ｔ）＋ＢＺ（ｔ－τ），（τ＞０，Ａ，Ｂ∈瓘ｎ×ｎ）

（１）

其中Ａ，Ｂ可同时被三角化，即存在可逆矩阵 Ｓ∈

瓘ｎ×ｎ和上（下）三角矩阵ＴＡ，ＴＢ使得

Ａ＝Ｓ－１ＴＡＳ，　Ｂ＝Ｓ
－１ＴＢＳ

系统平凡解Ｚ＝０渐近稳定当且仅当下面的特征方
程所有的根具有负实部

ｄｅｔ（λＩ－Ａ－Ｂｅ－λτ）＝Π
ｎ

ｊ＝１
（λ－ｔＡｊｊ－ｔ

Ｂ
ｊｊｅ
－λτ）

其中ｔＡｊｊ，ｔ
Ｂ
ｊｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）分别是ＴＡ，ＴＢ对角线上的

元素．实际问题中，很多系统的特征方程具有这种

形式［１９－２２］．

由于方程（１）的特征方程由多个形如Δ（λ）

Δ（λ）：＝λ－ｐ－ｑｅ－λτ，（τ＞０，ｐ，ｑ∈瓘）

的因式相乘得到，所以要判定系统（１）平凡解的稳
定性，只需分析Δ（λ）的根的分布即可．

ＬａｍｂｅｒｔＷ函数定义为超越方程ＷｅＷ＝ｚ的解，

这样特征根可显式表示为

λ＝１τ
Ｗ（τｑｅ－ｐτ）＋ｐ．

尽管常用的数学软件都可以直接计算Ｌａｍｂｅｒｔ
Ｗ函数的值，但是 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数是超越方程的
解，这使得不熟悉ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的读者理解起来
比较困难．本文的目的是通过深入研究 ＬａｍｂｅｒｔＷ
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函数来建立易于理解的渐近稳定性和鲁棒稳定性

判据．
本文的主要内容由三部分组成．在下一节，我

们将简单介绍ＬａｍｂｅｒｔＷ函数，并给出一个重要的
引理．在第二节中，基于初等函数的 Δ（λ）渐近稳
定和鲁棒稳定的新判据将被给出，并通过一个例子

说明新判据的简单有效性．最后是本文的总结．

１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数根的分布

我们把满足 Ｗ（ｚ）ｅＷ（ｚ）的函数称为 ＬａｍｂｅｒｔＷ
函数，这里 Ｗ：瓘→瓘，Ｗ将 ｚ平面映射到 ｗ平面，
即，ｗ＝Ｗ（ｚ）．

ＬａｍｂｅｒｔＷ函数是一个多值函数，它有无穷多
个分支，我们通常把它的分支记为 Ｗｋ（ｋ＝０，±１，
±２…），每一个Ｗｋ（ｋ＝０，±１，±２…）又都是一个
单值函数．各分支所在的区域可参见图１．Ｗ０（ｚ）常
被称为主支，它包含了实轴［－１，＋∞），并且当 ｚ

∈［－ｅ－１，＋∞）时为实数．图２与图３给出了 Ｗ０
（ｚ）由ｚ平面到ｗ平面的映射，其中黑线代表 ＋π，
虚线代表－π，浅色的实线代表虚轴．ＬａｍｂｅｒｔＷ函
数的更多性质和应用可参考文献［１６－１８，２３］．

在稳定性分析中，下面的ＬａｍｂｅｒｔＷ函数各分
支实部之间的关系非常重要［１６］．对于任意地 ｚ∈
瓘，有

ｍａｘ
ｋ＝０，±１，±２…

Ｒｅ（Ｗｋ（ｚ））＝Ｒｅ（Ｗ０（ｚ）） （２）

图１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数各个分支的所在区域

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｒａｎｇｅｓｏｆｔｈｅｂｒａｎｃｈｅｓｏｆＬａｍｂｅｒｔＷｆｕｎｃｔｉｏｎ

图２　Ｗ０（ｚ）映射中的ｚ平面

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｂｒａｎｃｈｃｕｔｆｏｒＷ０（ｚ）ｉｎｚｐｌａｎｅ

图３　Ｗ０（ｚ）将ｚ平面映射到ｗ平面

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｍａｐｐｉｎｇｏｆＷ０（ｚ）ｆｒｏｍｚｐｌａｎｅｔｏｗｐｌａｎｅ

由上面的结论，Δ（λ）Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定当且仅当 ＷＲ０
（τｑｅ－ｐτ）＜－τｐＲ，其中，ＷＲ０（ｚ）和 ｐ

Ｒ分别表示 Ｗ０
（ｚ）和ｐ的实部．因此，要分析方程（１）的稳定性，
只需获得ＷＲ０（ｚ）＜ξ０（ξ０∈瓗，ｚ∈瓘）的精确区域
即可．

现在取ｚ＝ｒｅｉθ，ｒ≥０，θ∈（－π，π］，ｗ＝ξ＋ｉη，
并假定ｒ＝０时θ＝０（如不做特别说明，后文中ｚ与
ｗ均这样表示），则有下面的引理成立

引理１　对固定的 ξ０∈瓗，Ｗ
Ｒ
０（ｚ）＜ξ０当且仅

当ξ０∈（－１，＋∞），且

１）ｒ＜ξ０ｅξ０成立；或

２）ｒ≥｜ξ０｜ｅξ０和｜θ｜＞（ｒ，ξ０）同时成立．

这里（ｒ，ξ）＝ａｒｃｃｏｓ（ξｅξｒ－１）＋ ｒ２ｅ－２ξ－ξ槡
２．

引理１的证明将在附录中给出．
当ξ０＝０时，会有下面的推论：

推论１　ＷＲ０（ｚ）＜０当且仅当｜θ｜＞ｒ＋π／２．

由引理１，容易给出由ＷＲ０（ｚ）＜ξ０确定的ｒ－θ

平面上的区域．若取 ｚ＝ｒｅｉθ＝ｘ＋ｉｙ，则还可以得到
其在ｘ－ｙ平面上的区域．图４与图５分别表示在ｒ
－θ和ｘ－ｙ平面上由 ＷＲ０（ｚ）＜２，Ｗ

Ｒ
０（ｚ）＜０，Ｗ

Ｒ
０

（ｚ）＜－０．５确定的区域．

图４　ＷＲ０（ｚ）＜２，ＷＲ０（ｚ）＜０，ＷＲ０（ｚ）＜－０．５在ｒ－θ

平面上的区域（ｚ＝ｒｅｉθ）

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆＷＲ０（ｚ）＜２，ＷＲ０（ｚ）＜０，ＷＲ０（ｚ）＜－０．５

ｉｎｒ－θｐｌａｎｅｆｏｒｚ＝ｒｅｉθ

类似地，可以得到ＷＲｋ（ｚ）＜ξ０，（ｋ＝０，±１，±２

…）的条件：对固定的ξ０∈瓗．

（１）当ｋ＝１，２，…时，ＷＲｋ（ｚ）＜ξ０当且仅当 ｒ≤｜ξ０｜

７３１
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ｅξ０成立，或ｒ＞｜ξ０｜ｅξ０和 θ＞（ｒ，ξ０）－２ｋπ同时成
立．
（２）当ｋ＝－１，－２，…时，ＷＲｋ（ｚ）＜ξ０当且仅当 ｒ＜

｜ξ０｜ｅξ０，或ｒ≥｜ξ０｜ｅξ０和 θ＜－（ｒ，ξ０）－２ｋπ同时
成立．

图５　ＷＲ０（ｚ）＜２，ＷＲ０（ｚ）＜０，ＷＲ０（ｚ）＜－０．５在ｘ－ｙ

平面上的区域（ｚ＝ｘ＋ｉｙ）

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｄｏｍａｉｎｓｏｆＷＲ０（ｚ）＜２，ＷＲ０（ｚ）＜０，ＷＲ０（ｚ）＜－０．５

ｉｎｘ－ｙｐｌａｎｅｆｏｒｚ＝ｘ＋ｉｙ

图６给出了 ｗ＝Ｗ（ｚ）在 ｒ－θ平面不同区域
内，分别当ＷＲ（ｚ）＞０，ＷＲ（ｚ）＞－０．５，ＷＲ（ｚ）＞２
时根的个数．

图６　ｗ＝Ｗ（ｚ）在ｒ－θ平面不同区域内分别当

ＷＲ（ｚ）＞０，ＷＲ（ｚ）＞－０．５，ＷＲ（ｚ）＞２时的根的个数

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｓｏｆｒｏｏｔｓｏｆｗ＝Ｗ（ｚ）ｗｉｔｈＷＲ（ｚ）＞０，

ＷＲ（ｚ）＞－０．５，ＷＲ（ｚ）＞２ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｒ－θｐｌａｎｅ

注１：直接应用 ＷＲｋ（ｚ）＜ξ０的条件可以得到 ｓ

＝Ａｅ－Ｗ（Ａ／α）在Ａ－α平面内根的分布情况，其结果
与文献［２２］中利用Ｄ－划分法得到的结果一致．

２　新的稳定性判据

２．１　渐近稳定性
作为引理１的一个应用，我们有
定理１　在Δ（λ）中记 ｐ＝ｐＲ＋ｉｐＩ，ｑ＝ｑｒｅｉｑθ，ｑｒ

≥０，＝ｑθ－τｐＩ＋２ｍπ，ｍ∈瓕满足 ∈（－π，π］，

则Δ（λ）Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定当且仅当 －ｐＲτ∈（－１，＋

∞），且
（１）ｑｒ＜－ｐＲ成立；或
（２）同时有ｑｒ≥｜ｐＲ｜和｜｜＞Θ（ｐＲ，ｑｒ）成立．

这里Θ（ｐＲ，ｑｒ）＝ａｒｃｃｏｓ（－ｐＲ／ｑｒ）＋τ （ｑｒ）２－（ｐＲ）槡
２．

证明：由方程（２），Δ（λ）Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定当且仅当
ＷＲ（ｚ）＝ＷＲ０（ｒ，θ）＝Ｗ

Ｒ
０（τｑ

ｒｅ－τｐＲ，）＜０．
由引理１，命题得证．

注２：一些文献中提出的稳定性判据是定理１
的推论．如方程（１）中，当Ａ＝０时，平凡解 Ｚ＝０渐
近稳定当且仅当对所有的ｊ＝１，２，…，ｎ，满足
ｔＢｊｊτ∈｛ｚ｜｜θ｜＞ｒ＋π／２，ｚ＝ｒｅ

ｉθ，ｒ＞０，θ∈（－π，π］｝

这和文献［２４］在 Ｂ∈瓗ｎ×ｎ时得到的结果相同．另
外，定理１还可将 Ｈａｙｅｓ定理［２５］由实数域推广到

复数域．
２．２　鲁棒稳定性

在实际工程中存在着各种不确定性，其中一类

不确定性在用数学模型描述时，可描述为系统参数

在一些确定的区间内变化，也就是所谓的区间系

统［２６］，研究这类系统的鲁棒稳定性具有重要的实

际意义．
下面来分析拟多项式Δ（λ）的鲁棒稳定性，设
ｐ∈Ωｐ：＝｛ｐＲ＋ｉｐＩ｜ｐＲ∈［ｐ

－

Ｒ，珋ｐＲ］，ｐＩ∈［ｐ
－

Ｉ，珋ｐＩ］｝

ｑ∈Ωｑ：＝｛ｑｒｅｉｑθ｜ｑｒ∈［ｑ
－

ｒ，珋ｑｒ］，ｑθ∈［ｑ
－

θ，珋ｑθ］｝

其中，ｐ＝ｐＲ＋ｉｐＩ，ｑ＝ｑｒｅｉｑθ，ｐ
－

Ｒ≤珋ｐＲ，ｐ
－

Ｉ≤珋ｐＩ，０≤ｑ
－

ｒ≤

珋ｐｒ，ｑ
－

θ≤珋ｑθ．用Ｃｐｑ表示Ｃｐｑｚ的辐角，这里Ｃ
ｐｑ
ｚ：＝｛ｚ｜ｐ

Ｉ

∈［ｐ
－

Ｉ，珋ｐＩ］，ｑθ∈［ｑ
－

θ，珋ｑθ］，ｚ＝τｑｅ－ｐτ｝．Ｓｈｉｎｏｚａｋｉ和

Ｍｏｒｉ给出了下面的结论［１６］

引理 ２记Λ（ｐ，ｑ）：＝ＷＲ０（τｑｅ
－ｐτ）／τ＋ｐＲ，则对

所有的ｐ∈Ωｐ，ｑ∈Ωｑ，Δ（λ）鲁棒稳定当且仅当

?若Ｃｐｑ穿过正实轴，
ｍａｘ｛Λ（珋ｐＲ，ｑ

－

ｒ），Λ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）｝＜０；

?若Ｃｐｑ不穿过正实轴，
ｍａｘ｛Λ（珋ｐＲ＋ｉｐ

－

Ｉ，ｑ
－

ｒｅｉ珋ｑθ），Λ（珋ｐＲ＋ｉｐ
－

Ｉ，珋ｑｒｅｉ珋ｑθ），

Λ（珋ｐＲ＋ｉ珋ｐＩ，ｑ
－

ｒｅｉｑ－θ），Λ（珋ｐＲ＋＋ｉ珋ｑＩ，珋ｑｒｅｉｐ－θ）｝＜０．

需要指出的是，引理２中的条件（Ｉ）可以替换
为Λ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）＜０．事实上，由推论１，

ＷＲ０（ｚ）＝Ｗ
Ｒ
０（ｒ，θ）＝Ｗ

Ｒ
０（τｑ

ｒｅ－τｐＲ，０）＞０，

再由附录中引理１的证明可知，ＷＲ０（τｑ
ｒｅ－τｐＲ，０）关

于ｑｒ单调递增．因此，根据Λ（ｐＲ，ｑｒ）的定义，有
ｍａｘ｛Λ（珋ｐＲ＋ｑ

－

ｒ），Λ（珋ｐＲ＋珋ｑｒ）｝＝Λ（珋ｐＲ＋珋ｑｒ）

（３）
为了将引理２中的稳定性条件用初等函数来

表示，取
－
＝ｑ
－

θ－τ珋ｐＩ＋２ｍπ，
－
＝珋ｑθ－τｐ

－

Ｉ＋２ｎπ，这

里ｍ，ｎ∈瓕满足
－
，
－
∈（－π，π］．直接由定理１和

引理２可以得到鲁棒Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定性的新判据
定理２　对所有的ｐ∈Ωｐ，ｑ∈Ωｑ，Δ（λ）鲁棒稳

８３１
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定当且仅当且－珋ｐＲτ∈（－１，＋∞）

?当Ｃｐｑ穿过正实轴，有珋ｑｒ＜－珋ｐＲ成立；

?当Ｃｐｑ不穿过正实轴，下面的条件之一成立
１）珋ｑｒ＜－珋ｐＲ；

２）ｑ
－

ｒ＜－珋ｐＲ，珋ｑｒ｜珋ｐＲ｜，ｍｉｎ｛｜
－
｜，｜

－
｜｝＞Θ（珋ｐＲ，

珋ｑｒ）；

３）ｑ
－

ｒ≥｜珋ｐＲ｜，ｍｉｎ｛｜
－
｜，｜

－
｜｝＞ｍａｘ｛Θ（珋ｐＲ，

珋ｑｒ），Θ（珋ｐＲ，ｑ
－

ｒ）｝

证明：? Ｃｐｑ穿过正实轴．
由定理１，引理２及方程（３），此时 Δ（λ）鲁棒

稳定当且仅当 Λ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）＝ＷＲ０（τ珋ｑ
ｒｅ－τ珋ｐＲ）＜－珋ｐＲτ，

即珋ｑｒ＜－珋ｐＲ．

? Ｃｐｑ不穿过正实轴．
记：

Λ１：＝Λ（珋ｐ
Ｒ＋ｉｐ

－

Ｉ，ｑ
－

ｒｅｉ珋ｑθ），Λ２：＝Λ（珋ｐ
Ｒ＋ｉｐ

－

Ｉ，ｑ－ｒｅｉ珋ｑθ），

Λ３：＝Λ（珋ｐ
Ｒ＋ｉｐ－Ｉ，ｑ

－

ｒｅｉｑ－θ），Λ４：＝Λ（珋ｐ
Ｒ＋ｉｐ－Ｉ，ｑ－ｒｅｉｑ－θ），

由引理２，Δ（λ）鲁棒稳定当且仅当 Λｉ＜０，（ｉ＝１，
２，３，４），下面分三种情况讨论

１）珋ｑｒ＜－珋ｐＲ

显然此时有 ｑ
－

ｒ＜－珋ｐＲ，由定理１，

Λｉ＜０，（ｉ＝１，２，３，４）成立．

２）ｑ
－

ｒ＜－珋ｐＲ且珋ｑｒ｜珋ｐＲ｜

ｑ
－

ｒ＜－珋ｐＲ意味着 Λ１＜０，Λ３＜０，而由定理１，

Λ２＜０和Λ４＜０当且仅当｜－｜＞Θ（珋ｐ
Ｒ，珋ｑｒ）和｜

－
｜＞

Θ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）同时成立，即

ｍｉｎ｛｜
－
｜，｜

－
｜｝＞Θ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）．

３）ｑ
－

ｒ｜珋ｐＲ｜

类似于上面的讨论，Λｉ＜０对所有的 ｉ＝１，２，
３，４成立当且仅当

ｍｉｎ｛｜
－
｜，｜

－
｜｝＞ｍａｘ｛Θ（珋ｐＲ，珋ｑｒ），Θ（珋ｐＲ，

ｑ
－

ｒ）｝．

证明完毕．
注３：定理２说明当－珋ｐＲτ∈（－１，＋∞），且 珋ｑｒ＜－

珋ｐＲ时，不论Ｃｐｑ是否穿过正实轴，Δ（λ）都具有鲁棒
稳定性．

下面我们利用定理２来讨论文献［１６］中的一
个例子，我们将会发现定理２用起来比引理２更方
便．

例１　利用定理２分析当ｐＲ∈［－０．０８，０．０２］，

ｐＩ∈［－６，－５］，ｑｒ∈［０．５，１．５］，ｑθ∈［０．８，１．５］
时，Δ（λ）的鲁棒稳定性．

首先ｑ
－

ｒ＝０．５＞０．０２＝｜珋ｐＲ｜，且当τ∈（０，０．７６３３］

时Ｃｐｑ不穿过正实轴，因此我们只需要检验定理２

中条件Ⅱ（３）即可．又Θ（珋ｐＲ，珋ｑｒ）＝Θ（珋ｐＲ，ｑ
－

ｒ）和｜
－
｜

＝｜
－
｜时分别得到τ＝０．０２６６７和 τ＝０．３６１８，下面

分三种情况

?　τ∈（０，０．０２６６７］，此时由条件Ⅱ（３）

０．８＋５τ＞ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／０．５）＋τ ０．５２－０．０２槡
２

即 τ＞ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／０．５）－０．８
５－ ０．５２－０．０２槡

２
＝０．１８０２

这与τ∈［０，０．０２６６７］相矛盾．

?　τ∈［０．０２６６７，０．３６１８］，条件Ⅱ（３）等价
于

０．８＋５τ＞ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／１．５）＋τ １．５２－０．０２槡
２

即 τ＞ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／１．５）－０．８
５－ １．５２－０．０２槡

２
＝０．２２４０

则Δ（λ）在τ∈（０．２２４０，０．３６１８］上鲁棒稳定．

?　τ∈（０．３６１８，０．７６３３］，条件Ⅱ（３）等价于
２π－１．５－６τ＞ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／１．５）＋τ

１．５２－０．０２槡
２

即 τ＜－ａｒｃｃｏｓ（－０．０２／１．５）－１．５＋２π
６＋ １．５２－０．０２槡

２
＝０．４２６５

则Δ（λ）在τ∈（０．３６１８，０．４２６５）上鲁棒稳定．
综上所述，Δ（λ）在τ∈（０．２２４０，０．４２６５）上鲁

棒稳定，包含文献［１６］中得到的τ∈［０．２３，０．４２］．

３　结论

在本文中，通过深入研究 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数，对

固定的实数 ξ０，得到了 Ｗ
Ｒ
０（ｚ）＜ξ０的初等函数判

据．进而针对一类时滞系统，得到了渐近稳定性和
鲁棒稳定性的简单判据．利用新的判据，以往可以
用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数判定稳定性的时滞系统，现在只
需要通过计算简单的初等函数就可以判定．新判据
包含已有的一些判据，并期望找到更广泛的应用．

附录：引理１的证明
为了证明引理１，先给出下面三个引理．
引理３［１６］用Ｗ０（ｒ，θ）表示Ｗ０（ｒｅ

ｉθ），若 ｒ≥０，θ

∈（－π，π］，则Ｗ０（ｒ，θ）在 Ｂ０的补集 Ｂ
Ｃ
０上解析，

９３１
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其中Ｂ０：＝｛（ｒ，θ）ｅ
－１≤ｒ＜＋∞，θ＝π｝．另外，ＷＲ０

（ｒ，θ）关于 θ在 θ∈（－π，０］上单调递增，在 θ∈
［０，π］上单调递减．

引理４ＬａｍｂｅｒｔＷ函数在其主支上成立：

θ∈（－π，０）η∈（－π，０）θ－η∈（－π，０）

θ∈［０，π］η∈［０，π）θ－η∈［０，π］
证明：首先，Ｗ０所包含的区域为

［２０］

｛（ξ，η）：ξ≥－ηｃｏｔη，η∈［０，π）｝

∪｛（ξ，η）：ξ＞－ηｃｏｔη，η∈（－π，０）｝
其中在η＝０，－ηｃｏｔη取极限值－１．将ｚ＝ｒｅｉθ，ｗ＝

ξ＋ｉη代入ｗｅｗ＝ｚ并分离实虚部，得：
ｒｃｏｓθ＝ｅξ（ξｃｏｓη－ηｓｉｎη）
ｒｓｉｎθ＝ｅξ（ηｃｏｓη＋ξｓｉｎη） （４）

用反证法．当θ∈［０，π］时，由（４）式得，ηｃｏｓη≥ －

ξｓｉｎη．而若η∈（－π，０），则有－ｓｉｎη＞０，即 ξ≤ －

ηｃｏｓη，这与Ｗ０所包含的区域相矛盾，从而 θ∈［０，

π］η∈［０，π）．同理 θ∈（－π，０）η∈（－π，
０），进而有

θ∈（－π，０）η∈（－π，０），

θ∈［０，π］η∈［０，π）．
由方程组（４）我们还可以得到

η［η－ｒｅ－ξｓｉｎ（θ－η）］＝０
即，η＝０或

ｓｉｎ（θ－η）＝
ηｅξｒ－１，　ｒ≠０
　０　　　ｒ＝{ ０

（５）

由（４）式，η＝０意味着 ｒｓｉｎθ，即 ｒ＝０或 θ＝０
或θ＝π．其中当 θ＝０或 θ＝π时分别有 θ－η＝０
和θ－η＝π；而ｒ＝０意味着Ｗ０（０）＝０，即θ＝η＝θ
－η＝０．
当η≠０，ｒ≠０时，由于 θ－η∈（－π，π］，且

ｅξｒ－１＞０，则由（５）式

η∈（－π，０）θ－η∈（－π，０），

η∈［０，π）θ－η∈［０，π］
证毕！

引理５记η０ 为 ξ０＝－ηｃｏｔη，η∈（０，π）在 ξ０

∈（－１，＋∞）时的唯一解，则当ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２

时，

?　ＷＲ０（ｚ）≥ ξ０　 ?　（ｒ，ξ０）≥π

证明：首先由Ｗ０（ｚ）在 ｗ平面上的区域，当 Ｗ
Ｒ
０（ｚ）

＝ξ０时有－η０ ＜η０≤η０ 成立，即

｜ξ０｜ｅξ０≤ｒ≤ｅξ０ ξ
２
０＋（η０）槡

２

?　由引理３，对任意固定的ｒ＞０，ＷＲ０（ｒ，θ）≥

ξ０当且仅当 ＷＲ０（ｒｅ
ｉπ）≥ξ０．注意到当 ｒ＝ｅξ０

ξ２０＋（η０）槡
２时，ＷＲ０（ｒｅ

ｉπ）＝ξ０，则如果能够证明 ξ

关于ｒ在 ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２及 θ＝π上单调递增，

即可证明?．下面我们证明之．
事实上，由η０ 的定义可得

ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２＝

　ｅξ０ （η０）
２（ｃｏｔη０）

２＋（η０）槡
２＝

　ｅξ０
η０
ｓｉｎη０

＞ｅξ０＞ｅ－１

根据ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的性质，Ｗ０（ｚ）仅当 ｚ属

于［－ｅ－１，＋∞）时为实数，由引理４，θ＞０与 ｒ＞
ｅ－１意味着η∈（０，π），因此，存在 ε＞０，在 θ∈（π
－ε，π）上，Ｗ０（ｚ）解析且η＞０，从而

Ｉｍ（
ｄＷ０（ｚ）
ｄｒ ）＝ η

ｒ（１＋ξ）２＋η２
＞０

又因为Ｗ０（ｒ，θ）在θ＝π处连续，所以当θ＝π

时，η关于ｒ在ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２上单调递增．

另外，由方程组（４），当ｒ≥ｅ－１时，θ＝π等价于

ξ＝－ηｃｏｔη．记ξ（η）：＝－ηｃｏｔη，η∈（０，π），有

ξ′（η）＝η－ｓｉｎηｃｏｓη
（ｓｉｎη）２

＞η－ｓｉｎη
（ｓｉｎη）２

＞０

即ξ关于η在η∈（０，π）上单调递增．进而，当θ＝

π时，ξ关于ｒ在ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２上单调递增．

?　记（ｒ）：＝（ｒ，ξ０），则有

′（ｒ）＝
ｒ２＋ξ０ｅ

２ξ０

ｒｅξ０ ｒ２－ξ２０ｅ
２ξ

槡
０
＞

　
ｅ２ξ０［ξ２０＋（η０）

２］＋ξ０ｅ
２ξ０

ｒｅξ０ ｒ２－ξ２０ｅ
２ξ

槡
０

＝

　
ｅ２ξ０η０［η０ －ｓｉｎη０ｃｏｓη０］

ｒｅξ０（ｓｉｎη０）
２ ｒ２－ξ２０ｅ

２ξ
槡

０
＞

　
ｅ２ξ０η０［η０ －ｓｉｎη０］

ｒｅξ０（ｓｉｎη０）
２ ｒ２－ξ２０ｅ

２ξ
槡

０
＞０

因为当ｒ＝ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２时，θ＝π；由上式，当

ｒ≥ｅξ０ ξ２０＋（η０）槡
２时，（ｒ，ξ０）≥π成立．

引理５证毕．
下面我们开始引理 １的证明．
首先，ＷＲ０（ｚ）≥－１决定了如果存在ｚ∈瓘满足

ＷＲ０（ｚ）＜ξ０，必有 ξ０∈（－１，＋∞）．分两种情况讨
论：

０４１
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＜１＞　ｒ＜｜ξ０｜ｅξ０

?　ｒ＜－ξ０ｅξ０（注意到此时ξ０∈（－１，０））

首先，ｒ＜－ξ０ｅξ０意味着 ｒ∈［０，ｅ
－１），从而 Ｗ０

（ｒｅｉπ）为实数，即η＝０．将 θ＝π与 η＝０代入 （４）
式得ｒ＝－ξｅξ．作为 ｒ＝－ξｅξ的反函数，ξ在 θ＝π
时关于ｒ在ｒ∈［０，ｅ－１）上单调递增．则

ＷＲ０（ｒｅ
ｉπ）＞ＷＲ０（－ξ０ｅξ０ｅ

ｉπ）＝ＷＲ０（ξ０ｅξ０）＝ξ０
进一步由引理３，ＷＲ０（ｒｅ

ｉπ）＞ξ０当且仅当对任

意的θ∈（－π，π］，有ＷＲ０（ｒｅ
ｉθ）＞ξ０．

?　ｒ＜ξ０ｅξ０（注意到此时ξ０∈（０，＋∞））

首先，若ｒ＝０，有 ＷＲ０（０）＝０＜ξ０．下面取 ｒ≠０
且θ≠π，由Ｗ０（ｚ）的解析性有

Ｒｅ（
ｄＷ０（ｚ）
ｄｒ ）＝ ξ２＋ξ＋η２

ｒ（（１＋ξ）２＋η２）
由方程（５），θ＝０意味着η＝０，将θ＝０与η＝

０代入ｃｏｓ（θ－η）＝ξｅξｒ－１，得到ξ＞０，从而，当 θ＝
０时，ＷＲ０（ｒ，θ）关于 ｒ单调递增．所以，ｒ＜ξ０ｅξ０意味

着ＷＲ０（ｒ）＜Ｗ
Ｒ
０（ξ０ｅξ０）＝ξ０．再由引理３，Ｗ

Ｒ
０（ｒ）＜ξ０

当且仅当对任意的θ∈（－π，π］，有ＷＲ０（ｒｅ
ｉθ）＜ξ０．

＜２＞　｜ξ０｜ｅξ０≤ｒ＜ｅξ０ ξ
２
０＋（η０）槡

２

首先由方程组（４）得，ｃｏｓ（θ－π）＝ξｅξｒ－１，则
当ξ＝ξ０时，由引理４有

θ＝
　（ｒ，ξ０），　θ∈［０，π］

－（ｒ，ξ０），　θ∈（－π，０{ ）

然后由引理 ３，ＷＲ０（ｚ）＜ξ０当且仅当｜θ｜＞
（ｒ，ξ０），θ∈（－π，π］．

结合引理５，引理１证毕．
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