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含参数多自由度非线性系统的降维方法研究

宫晓春　曹登庆
（哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨　１５０００１）

摘要　研究一类具有一定结构特点的含参数多自由度非线性系统，以固定界面动态子结构方法为基础，借

助于灵敏度分析的基本思路，提出一种实用的降维方法首先根据实际系统的结构特点将其划分为若干子系

统，使其中部分子系统是线性的，其余子系统是非线性的基于灵敏度分析的相关理论导出线性部分子系统

的频率、模态对于参数的依赖关系，采用固定界面模态综合法将线性部分子系统的截断模态与非线性子系

统进行综合，最终得到具有较低维数的含参数非线性动力系统结合具体算例，将降维前后的非线性动力系

统随参数值变化时的对应的幅频特性曲线进行了比较算例表明，采用这里提出的降维方法所得到的低维系

统可以较为准确地反映原系统的动力学特性．
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引 言

现代工程中的机构与结构，如大型旋转机械、

航空航天飞行器、高速铁路车辆、水下航行体、土木

建筑结构、大跨度桥梁、微电子机械结构等是高维、

耦合的复杂非线性动力系统，直接研究它的非线性

动力学行为即便是采用数值方法也存在着数值收

敛、算法稳定性、计算机时等方面的困难，采用解析

的方法研究其稳定性、分岔与混沌就更为困难．这
类系统的降维处理是非线性动力学研究的一个瓶

颈；目前常用的降维方法，如非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ法［１］，

恰当正交分解（ＰＯＤ）法［１，２］和中心流形法［２，３］等均

有其各自的局限性，如仅适用于一些特殊动力学系

统等．因此，寻求一个切实有效的降维方法，将高维
复杂的非线性系统降低到仅有少数几个自由度的

低维系统，再利用现有的研究稳定性、分叉与混沌

的理论与方法分析其动力学行为是目前非线性动

力学研究的重要内容．
针对线性系统提出的模态综合法［４，５］是进行

大型复杂结构动力分析的有效方法，在２０世纪８０
年代就已成熟，并获得了广泛的工程应用，其中的

固定界面模态综合法与自由界面模态综合法是最

普遍采用的方法．考虑到控制系统设计技术的承受
能力和激励的特点，文［６］在利用传统的模态综合

法在对各子结构进行模态组织时，去掉子系统中弱

能控和弱能观部分，仅保留对于整体控制目标又较

大贡献的子结构模态，从而得到能够保证必要精度

的低维动力学系统．同样的方法也适用于高维非线
性动力学系统，文［７］采用固定界面模态综合法将
线性自由度转换到模态空间中，并对其进行缩减，

而将非线性自由度仍保留在物理空间中，得到相对

低维的非线性系统．事实上，复杂系统的非线性特
性大都具有其自身的结构特点，如转子

!

轴承系统

的非线性油膜力仅出现在极少数几个自由度上，这

是我们探讨其降维方法的立足点．文［８］利用固定
界面模态综合法将６０８个自由度的非线性动力学
系统降至１２个自由度，对大型非线性转子

!

轴承

系统的动态行为进行分析，不仅较完整地保留了系

统的振动特性，并且显著提高了计算和分析的效

率．
在大型机械与结构的设计和制造过程中，系统

的物理参数，包括几何和材料等各类参数对系统动

态性能的影响是必须要考虑的问题．灵敏度分析对
线性动力系统的模态修改、优化设计和振动控制等

具有重要作用［９－１３］．对于大型复杂的含参数非线

性系统，运用线性部分子结构的频率和模态对于参

数的依赖关系，基于灵敏度分析的基本思想，导出

含参数的低维非线性动力系统，从而进行系统的复
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杂非线性动态行为研究有着非常重要的意义．
研究一类含参数多自由度非线性动力学系统，

根据工程问题的结构特点，将实际系统划分为若干

子系统，使其中部分子系统是线性的，而剩余部分

则是非线性的．根据子模态综合法的基本思路，应
用含参数系统灵敏度分析的基本概念，将含参数的

线性部分的子系统降维，在此基础上对子结构进行

组集，通过线性与非线性子结构的界面连接条件，

可导出整个系统的以独立模态坐标表示的动力学

方程．从而得到一个具有少数几个自由度的含参数
非线性动力学系统，再利用现有非线性动力学的分

析方法，考察系统的复杂多样的非线性现象．

１　系统描述

机械与结构领域中的复杂非线性动力系统可

以由下述含参数的微分方程组来描述：

Ｍ（ｑ）̈ｘ＋Ｃ（ｑ）ｘ＋Ｋ（ｑ）ｘ＝ｆ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ） （１）

式中ｘ∈Ｒｎ是系统的位移矢量；ｑ∈Ｒｍ是参数矢

量；Ｍ，Ｃ，Ｋ∈Ｒｎ×ｎ分别表示系统的质量、非比例阻

尼和刚度矩阵，ｆ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ）∈Ｒｎ是非线性力矢量．

对于大型复杂的多自由度数非线性系统，其质量、

阻尼和刚度矩阵中的参数具有某种程度的不确定

性（如材料、几何等特性），假设质量、阻尼和刚度

矩阵是系统参数的线性映射，即

Ｍ（ｑ）＝Ｍ０＋∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｊＭ

ｊ，

Ｃ（ｑ）＝Ｃ０＋∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｊＣ

ｊ，

Ｋ（ｑ）＝Ｋ０＋∑
ｍ

ｊ＝１
ｑｊＫ

ｊ










，

（２）

式中Ｍ０，Ｃ０，Ｋ０，Ｍｊ，Ｃｊ，Ｋｊ∈Ｒｎ×ｎ是给定常数矩阵，

参数矢量ｑ∈ΩＲｍ，且０∈Ω．

将非线性动力系统（１）划分成 Ｎ个子结构，第

ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）个子结构的自由度数为 ｎｉ，且满

足：ｎ１＋ｎ２＋… ＋ｎＮ＝ｎ．不失一般性，假设前 Ｌ（１

≤Ｌ＜Ｎ）个子结构是线性的．第ｉ（１≤ｉ＜Ｌ）个线性
子结构的振动方程可以写成：

Ｍｉ（ｑ）̈ｘｉ＋Ｃｉ（ｑ）ｘｉ＋Ｋｉ（ｑ）ｘｉ＝

　ｓｉ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ）＋ｆｉ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ） （３）

式中，ｓｉ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ）表示第ｉ个子结构与其它子结构

的关联项，ｆｉ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ）作用于第 ｉ个子结构的非线

性力，且质量、阻尼与刚度矩阵可以写成：

Ｍｉ（ｑ）＝Ｍ
０
ｉ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＭ

ｊ
ｉ，

Ｃｉ（ｑ）＝Ｃ
０
ｉ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＣ

ｊ
ｉ，

Ｋｉ（ｑ）＝Ｋ
０
ｉ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＫ

ｊ
ｉ










，

（４）

式中Ｍ０ｉ，Ｃ
０
ｉ，Ｋ

０
ｉ，Ｍ

ｊ
ｉ，Ｃ

ｊ
ｉ，Ｋ

ｊ
ｉ∈Ｒ

ｎｉ×ｎｉ是给定常数矩阵．
固定子结构间的联结界面，将第ｉ（１≤ｉ＜Ｌ）个线性
子结构的位移按照非界面物理坐标 ｘｉａ∈Ｒ

ｎｉａ和界

面物理坐标ｘｉｂ∈Ｒ
ｎｉｂ划分，即｛ｘ｝＝｛ｘｉａｘｉｂ｝，则其

非比例阻尼自由振动方程可以写成：

Ｍｉａａ　Ｍｉａｂ
Ｍｉｂａ　Ｍ

[ ]
ｉｂｂ

ｘ̈ｉａ
ｘ̈{ }
ｉｂ

＋
Ｃｉａａ　Ｃｉａｂ
Ｃｉｂａ　Ｃ

[ ]
ｉｂｂ

ｘｉａ
ｘ{ }
ｉｂ

＋

　
Ｋｉａａ　Ｋｉａｂ
Ｋｉｂａ　Ｋ

[ ]
ｉｂｂ

ｘｉａ
ｘ{ }
ｉｂ

＝
０
Ｎ{ }
ｉ

（５）

式中Ｎｉ为第ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）个子结构所受到的其
它子结构的界面力，且

Ｍｉαβ（ｑ）＝Ｍ
０
ｉαβ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＭ

ｊ
ｉαβ，

Ｃｉαβ（ｑ）＝Ｃ
０
ｉαβ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＣ

ｊ
ｉαβ，　α，β＝ａ，ｂ

Ｋｉαβ（ｑ）＝Ｋ
０
ｉαβ＋∑

ｍ

ｊ＝１
ｑｊＫ

ｊ
ｉαβ










，

（６）

２　含参数子结构的模态综合法

２．１　子结构的主模态集
第ｉ（１≤ｉ＜Ｌ）个线性子结构无阻尼自由振动

方程的名义系统（ｑ＝０）：
Ｍｉａａ　Ｍｉａｂ
Ｍｉｂａ　Ｍ

[ ]
ｉｂｂ

ｘ̈ｉａ
ｘ̈{ }
ｉｂ

＋
Ｋｉａａ　Ｋｉａｂ
Ｋｉｂａ　Ｋ

[ ]
ｉｂｂ

ｘｉａ
ｘ{ }
ｉｂ

＝
０
Ｎ{ }
ｉ

（７）
联结界面的物理坐标固定时 ｘｉｂ＝０，故由方程（７）
可得：

Ｍ０ｉａａ̈ｘｉａ＋Ｋ
０
ｉａａｘｉａ＝０ （８）

由方程（８）可求得方程（７）的特征值 λ０ｉｒ，相应的特

征向量（正则化模态）ｕ０ｉｒ满足

ｕ０ＴｉｒＭ
０
ｉａａｕ

０
ｉｒ＝１，

ｕ０ＴｉｒＫ
０
ｉａａｕ

０
ｉｒ＝（λ

０
ｉｒ）

{ ２
（９）

采用灵敏度分析［１１－１３］的基本方法对（特征值

λｉｒ与特征向量ｕｉｒ进行修改得到：

λｉｒ＝λ
０
ｉｒ＋∑

ｍ

ｉ＝１

λｉｒ
ｑｊ
ｑｊ，

ｕｉｒ＝ｕ
０
ｉｒ＋∑

ｍ

ｉ＝１

ｕｉｒ
ｑｊ
ｑ









 ｊ

（１０）

０３１
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式中
λｉｒ
ｑｊ
，
ｕｉｒ
ｑｊ
（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｒ＝１，２，…，ｎｉａ；ｊ＝１，２，…，

ｍ）分别为第ｉ个子结构的第ｒ阶特征值与第ｒ阶特征
向量在ｑｊ处的偏导数，也称为特征灵敏度．

利用直接求导法可求得（１０）式中的特征灵敏
度为：

λｉｒ
ｑｊ
＝ｕＴｉｒ（Ｋ

ｊ
ｉａａ－λｉｒＭ

ｊ
ｉａａ）ｕｉｒ

ｕｉｒ
ｑｊ
＝ ∑

ｍ

ｋ＝１，ｋ≠ｒ

－ｕＴｉｒ（Ｋ
ｊ
ｉａａ－λｉｒＭ

ｊ
ｉａａ）ｕｉｒ

λｋ－λｒ
－

　１２ｕ
Ｔ
ｉｒＭ

ｊ
ｉａａｕｉｒｕｉｒ （１１）

将（１１）式代入（１０）式中可得到系统修改后的
特征值λｉｒ与特征向量ｕｉｒ．令

Φｉａａ＝［ｕｉ１　ｕｉ２　…　ｕｉｎｉ］ （１２）
则

ΦｉＤ＝
Φｉａａ
Ｏｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉａ

（１３）

为第ｉ个子结构的含参数的主模态集，其中 Ｏｎｉｂ×ｎｉａ
是ｎｉｂ×ｎｉａ阶０矩阵．

由于结构动态响应中，低阶模态的响应通常远

大于高阶模态，而外激励的频率通常在系统的少数

几个低阶固有频率区域，我们可取子结构的前若干

阶模态来分析系统的响应，即进行模态截断．将
（１３）式的高阶模态截断，取子结构前ｋ阶模态来分
析结构的振动特性，则其主模态集可以表示为：

ΦｉＤ＝Φ
－

ｉＤ＝
Φｉｋｋ
Ｏｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉｋ

（１４）

式中Φｉｋｋ＝［ｕｉ１　ｕｉ２　…　ｕｉｋ］
２．２　子结构的约束模态集

与无阻尼自由振动方程（７）相对应的子结构
静力平衡方程为：

Ｋ０ｉａａ　Ｋ
０
ｉａｂ

Ｋ０ｉｂａ　Ｋ
０[ ]
ｉｂｂ

ｘｉａ
ｘ{ }
ｉｂ

＝
０
Ｎ{ }
ｉ

（１５）

由方程（１５）的第一式得到：
ｘｉａ＝－（Ｋ

０
ｉａａ）

－１Ｋ０ｉａｂｘｉｂ （１６）
或

ｘｉａ＝Φ
０
ｉａｂｘｉｂ （１７）

令

Φ０ｉＣ＝
Φ０ｉａｂ
Ｉｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉｂ

＝
－（Ｋ０ｉａａ）

－１Ｋ０ｉａｂ
Ｉｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉｂ

（１８）

Φ０ｉＣ为子结构的约束模态集约束模态相当于给定某

些界面自由度为单位位移，而其他界面自由度为零

时所形成的静模态约束模态的数目等于子结构界

面自由度的数目．
采用灵敏度分析的方法对子结构约束模态

Φ０ｉＣ进行修改，则：

Φｉａｂ＝Φ
０
ｉａｂ＋∑

ｍ

ｊ＝１

Φｉａｂ
ｑｊ
ｑｊ （１９）

从而，第ｉ个子结构的含参数约束模态

ΦｉＣ＝
Φｉａｂ
Ｉｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉｂ

＝
Φ０ｉａｂ＋∑

ｍ

ｊ＝１

Φｉａｂ
ｑｊ
ｑｊ

Ｉｎｉｂ×ｎ











ｉｂ

（２０）

式中，Ｉｎｉｂ×ｎｉｂ是ｎｉｂ×ｎｉｂ阶单位矩阵，且

Φｉａｂ
ｑｊ
＝
（－（Ｋｉａａ）

－１Ｋｉａｂ）
ｑｊ

＝

　－
（Ｋｉａａ）

－１

ｑｊ
Ｋｉａｂ－（Ｋｉａａ）

－１Ｋｉａｂ
ｑｊ
＝

　（Ｋｉａａ）
－１（Ｋｊｉａａ（Ｋｉａａ）

－１Ｋｉａｂ－Ｋ
ｊ
ｉａｂ） （２１）

这里Ｋｉａａ和Ｋｉａｂ由关系式（６）给出，且假定对任
意参数ｑ∈Ω，矩阵Ｋｉａａ可逆
２．３　坐标转换

令模态矩阵

Φｉ＝［Φ
－

ｉＤ　ΦｉＣ］做第一次坐标转换，把子结
构ｉ物理坐标ｘｉ变换到模态坐标ｐｉ上

ｘｉ＝Φｉｐｉ＝［Φ
－

ｉＤ　ΦｉＣ］ｐｉ （２２）
或写作

ｘｉａ
ｘ{ }
ｉｂ

　Φｉａｋ　Φｉａｂ
Ｏｎｉｂ×ｎｉｂ　Ｉｎｉｂ×ｎ

[ ]
ｉｂ

ｐｉｋ
ｐ{ }
ｉｂ

（２３）

式中ｐｉｋ是子结构ｉ的前ｋ阶模态坐标，ｐｉｂ为对应的
约束模态坐标．由式（２３）可以得到ｐｉｂ＝ｘｉｂ，即约束
模态坐标就是界面物理坐标．

利用坐标变换（２２）将子结构运动方程（５）变
换到模态坐标ｐｉ上得

Ｍ
－

ｉ̈ｐｉ＋Ｋ
－

ｉｐｉ＝ｆ
－

（２４）
式中

Ｍ
－

ｉ＝Φ
Ｔ
ｉＭｉΦｉ，Ｋ

－

ｉ＝Φ
Ｔ
ｉＫｉΦｉ，ｆ

－

ｉ＝Φ
Ｔ
ｉｆｉ（ｘ，ｑ，ｔ）

（２５）
考虑坐标变换式（２２），有

Ｍ
－

ｉ＝
Ｍ
－

ｉａａ　Ｍ
－

ｉａｂ

Ｍ
－

ｉｂａ　Ｍ
－[ ]
ｉｂｂ

，Ｋ
－

ｉ＝
Ｋ
－

ｉａａ　Ｋ
－

ｉａｂ

Ｋ
－

ｉｂａ　Ｋ
－[ ]
ｉｂｂ

（２６）

式中Ｍ
－

ｉａａ＝Φ
Ｔ
ｉａａＭｉａａΦｉａａ
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Ｍ
－

ｉａｂ＝Φ
Ｔ
ｉａａＭｉａｂΦｉａｂ＋Φ

Ｔ
ｉａａＭｉａｂ

Ｍ
－

ｉｂａ＝Φ
Ｔ
ｉａｂＭｉａｂΦｉａａ＋ＭｉｂａΦｉａａ

Ｍ
－

ｉｂｂ＝（Φ
Ｔ
ｉａｂＭｉｂｂ＋Ｍｉｂａ）Φｉａｂ＋Φ

Ｔ
ｉａｂＭｉａｂ＋Ｍｉｂｂ

Ｋ
－

ｉａａ＝Φ
Ｔ
ｉａａＫｉａａΦｉａａ

Ｋ
－

ｉａｂ＝Φ
Ｔ
ｉａａＫｉａｂΦｉａｂ＋Φ

Ｔ
ｉａａＫｉａｂ

Ｋ
－

ｉｂａ＝Φ
Ｔ
ｉａｂＫｉａｂΦｉａａ＋ＫｉｂａΦｉａａ

Ｋ
－

ｉｂｂ＝（Φ
Ｔ
ｉａｂＫｉｂｂ＋Ｋｉｂａ）Φｉａｂ＋Φ

Ｔ
ｉａｂＫｉａｂ＋Ｋｉｂｂ

２．４　模态综合
考虑两个线性子结构的连接问题，首先建立两

个子结构ｉ和ｊ在模态坐标下的振动方程：

Ｍ
－

ｉ　０

０　Ｍ
－[ ]
ｊ

ｐ̈ｉ
ｐ̈{ }
ｊ

＋
Ｋ
－

ｉ　０

０　Ｋ
－[ ]
ｊ

ｐｉ
ｐ{ }
ｊ

＝
ｓｉ
ｓ{ }
ｊ

（２７）

若子结构ｉ和 ｊ为刚性连接，则位移的协调方
程为：ｘｉｂ＝ｘｊｂ，即ｐｉｂ＝ｐｊｂ．则可以选择系统的广义坐
标为：

｛ｚ｝＝｛ｚＴｉａ　ｚ
Ｔ
ｊａ　ｚ

Ｔ
ｂ｝
Ｔ （２８）

从而建立了系统的广义坐标 ｚ与非独立坐标 ｐｉ、ｐｊ
之间的变换关系为

ｐｉａ
ｐｉｂ
ｐｊａ
ｐ




















ｊｂ

＝

Ｉ ０ ０
０ ０ Ｉ
０ Ｉ ０
０ ０











Ｉ

ｚｉａ
ｚｊａ
ｚ

{ }
ｂ

（２９）

或简记作

ｐ＝βｚ （３０）
由界面上力的平衡条件ｓｉｂ＋ｓｊｂ＝０可得：

βＴｓ＝
Ｉ ０ ０ ０
０ ０ Ｉ ０
０ Ｉ ０









Ｉ

０
ｓｉｂ
０
ｓ




















ｊｂ

＝
　０
　０
ｓｉｂ＋ｓ

{ }
ｊｂ

＝０ （３１）

利用式（３０）可将式（２７）变换到广义坐标 ｚ上，从
而建立系统的无阻尼自由振动方程

Ｍ̈ｚ＋Ｋｚ＝０ （３２）
式中

Ｍ＝

Ｍ
－

ｉａａ ０ Ｍ
－

ｉａｂ

０ Ｍ
－

ｊａａ Ｍ
－

ｊａｂ

Ｍ
－

ｉａｂ Ｍ
－

ｊａｂ Ｍ
－

ｉｂｂ＋Ｍ
－











ｊｂｂ

Ｋ＝

Ｋ
－

ｉａａ ０ Ｋ
－

ｉａｂ

０ Ｋ
－

ｊａａ Ｋ
－

ｊａｂ

Ｋ
－

ｉａｂ Ｋ
－

ｊａｂ Ｋ
－

ｉｂｂ＋Ｋ
－































ｊｂｂ

（３３）

若子结构ｉ是线性的，而第 ｊ个子结构是非线
性的，则由于非线性子结构没有非界面坐标，利用

类似于两个线性子结构的连接方法，可以得到其非

线性振动方程为

Ｍ̈ｚ＋Ｋｚ＝
　　０
ｆｊ（ｚ，ｚ，ｔ{ }） （３４）

式中｛ｚ｝＝｛ｚＴｉａ　ｚ
Ｔ
ｂ｝
Ｔ

经过子结构之间的模态综合后得到降维后含

参数多自由度非线性系统的振动方程为：

Ｍ
－
（ｑ）̈ｚ＋Ｃ

－
（ｑ）ｚ＋Ｋ（ｑ）ｚ＝ｆ

－
（ｚ，ｚ，ｑ，ｔ） （３５）

２．５　返回物理坐标
用数值方法求解（３５）式可求得模态坐标 ｚ的

值，然后再利用（３０）式、（２２）式两次坐标变换返回
物理坐标．利用现有的分析非线性动力学振动方程
的方法可求得系统的若干非线性特性．

以上公式是对于无阻尼自由振动系统推导的．
对于强迫振动系统，式（３１）的右端项不为零．对于
有阻尼系统，如果阻尼是比例阻尼，可按上述方法

处理；对于非比例阻尼的情况，应按复模态理论作

复模态综合．

３　算例分析

为验证本文提出的降维方法的有效性，考虑一

个１０自由度非线性振动系统，质量块 ｍ１，ｍ２，…，
ｍ１０分别用线性弹簧ｋ１，ｋ２，…，ｋ１０和线性阻尼器ｃ１，
ｃ２，…，ｃ１０连接如图１所示．ｍ１０由非线性弹簧ｆｓ和非

表１　 系统质量ｍ（ｋｇ）和弹簧常数ｋ（Ｎ／ｍ）

Ｔａｂｌｅ１　Ｍａｓｓｍ（ｋｇ）ａｎｄｓｐｒｉｎｇｋ（Ｎ／ｍ）ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

ｍ１ ｍ２ ｍ３ ｍ４ ｍ５ ｍ６ ｍ７ ｍ８ ｍ９ ｍ１０
１．５ ３ ２ ３．５ １ １．５ １．５ １．５ １．５ １．５
ｋ１ ｋ２ ｋ３ ｋ４ ｋ５ ｋ６ ｋ７ ｋ８ ｋ９ ｋ１０
１００ １００ １００＋ｑ１ １００ １００ １００ ２００＋ｑ２ ３００ ２５０ １５０
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线性阻尼器 ｆｄ与一面固定墙连接，质量和弹簧常
数简表１．下面利用本文提出的降维方法研究该系
统的振动特性．

图１　非线性弹簧质量系统

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｐｒｉｎｇｍａｓｓｓｙｓｔｅｍ

设 ｆ１＝… ＝ｆ９＝０，ｆ１０＝Ｆ０ｓｉｎωｔ，作用于质量块的

ｍ１０非线性弹力为

ｆｓ＝ｂ１ｘ１０＋ｂ２ｘ
３
１０

非线性阻尼力为

ｆｄ＝ｄ１ｘ１０＋ｄ２ｘ
３
１０

其中：Ｆ０，ｄ１，ｄ２，ｂ１，ｂ２为给定常数．系统的运动微
分方程为

Ｍ（ｑ）̈ｘ＋Ｃ（ｑ）̈ｘ＋Ｋ（ｑ）ｘ＝ｆ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ） （３６）
式中：

Ｍ（ｑ）＝Ｍ０＝

ｍ１


ｍ









１０

；

Ｋ（ｑ）＝Ｋ０＋ｑ１Ｋ
１＋ｑ２Ｋ

２

Ｋ０＝

ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ ０…０

－ｋ２ ｋ２＋ｋ３ －ｋ３

０ －ｋ３ －ｋ８０

  －ｋ８ｋ８＋ｋ９－ｋ９
０ … ０－ｋ９ｋ９＋ｋ

















１０

；

ｑ１、ｑ２是弹簧ｋ３和ｋ７的改变量，因此

Ｋ１＝

０ ０ ０ … ０
０ １ －１ … ０
０ －１ １ … ０
    

０ ０ ０ …















０

；

Ｋ２＝

０ … ０ ０ ０
    

０ … １ －１ ０
０ … －１ １ ０
０ …















０ ０ ０

这里

ｘ＝｛ｘ１　ｘ２　…　ｘ９　ｘ１０｝
Ｔ

ｆ（ｘ，ｘ，ｑ，ｔ）＝｛００… ０ｆ１０＋ｆｓ＋ｆｄ｝
Ｔ

采用比例阻尼，即

Ｃ（ｑ）＝αＭ（ｑ）＋βＫ（ｑ） （３７）
首先利用动态子结构法将系统划分为两个子

结构：由于ｍ１０含有非线性特性，将前四个自由度作
为第１个子结构，ｍ１０作为第２个子结构．将含有非
线性特性的子结构 ｍ１０固定，对第一个子结构进行
降维．计算可知第一个子结构可简化为两个自由
度，因此可将该系统降维至３个自由度系统．线性
阻尼采用比例阻尼，应用本文提出的降维方法，将

系统的物理坐标变换到模态坐标，可得其降维后的

运动微分方程：

Ｍ
－
（ｑ）̈ｚ＋Ｃ

－
（ｑ）ｚ＋Ｋ

－
（ｑ）ｚ＝ｆ

－
（ｚ，ｚ，ｑ，ｔ） （３８）

由于Ｍ
－
（ｑ）、Ｃ

－
（ｑ）、Ｋ

－
、ｆ
－
（ｚ，ｚ，ｑ，ｔ）的表达式十分复

杂，这里没有列出

图２　降维系统ｍ１０的ω－ｑ１－ａ幅频特性图

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｄｕｃｅｄｓｙｓｔｅｍ’ｓａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ

ｃｈａｒｔｆｏｒｍ１０ｏｆω－ｑ１－ａ

图３　原系统ｍ１０的ω－ｑ１－ａ幅频特性图

Ｆｉｇ．３　Ｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ’ｓａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ

ｃｈａｒｔｆｏｒｍ１０ｏｆω－ｑ１－ａ

为了比较原１０自由度系统和降维后的３自由
度系统的非线性动力学特性是否相同，本文利用多

自由度非线性系统的平均法［１５］求得到幅频特性．
当参数ｑ＝［ｑ１，ｑ２］在一定范围内变化时，对于每个
给定的 ω，若保持 ｑ２不变，ｑ１，ω在一定范围内变
化，可画出，，的幅频特性三维图．图２所示的是求
解降维后的系统方程所得到的幅频特性图．图３所
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示的是求解原系统得到的的幅频特性图．比较图２
和图３可知，在误差允许的范围内，降维后的系统
能够比较好的反映原系统的非线性特性，证明本文

提出的降维方法可以有效地对高维系统进行降维

并保持原系统的非线性动特性．

４　结论

本文基于固定界面子结构方法及灵敏度分析

的基本思想研究了一类多参数多自由度非线性振

动系统，提出了一种较为实用的降维方法．为验证
该降维方法的有效性，文中研究了一个１０自由度
的含参数非线性系统，经过计算得知，原系统可降

维至３自由度含参数系统，并计算出原系统和降维
系统的各自的幅频特性曲线随参数的变化关系．比
较二者可知，降维后的系统能够比较好的反映原系

统的非线性特性，表明文中提出的降维方法适用于

含参数多自由度非线性系统地降维计算，既大大简

化了计算过程，又可进行有效的定性定量分析，为

含参数高维非线性系统地降维计算提供了一定的

理论基础

参　考　文　献

１　ＲｅｇａＧａｎｄＴｒｏｇｅｒＨ．Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃａｌ

ｓｙｓｔｅｍｓ：ｍｅｔｈｏｄｓ，ｍｏｄｅｌｓ，ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍ

ｉｃｓ，２００５，４１：１～１５

２　 ＫｅｒｓｃｈｅｎＧ，ＧｏｌｉｎｖａｌＪＣ，ＶａｋａｋｉｓＡＥ，ａｎｄＢｅｒｇｍａｎＬＡ．

Ｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｐｒｏｐｅｒｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｆｏｒｄｙｎａｍｉ

ｃａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｏｒｄｅｒｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓ

ｔｅｍｓ：ａｎｏｖｅｒｖｉｅｗ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２００５，４１：１４７～１６９

３　 陈予恕．非线性振动系统的分岔和混沌理论．北京：高

等教育出版社，１９９３，２２３～２５４（ＣｈｅｎＹｕｓｈｕ．Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ

ａｎｄｃｈａｏｓｔｈｅｏｒｙｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：

Ｈｉｇｈｅｒｅｄｕｃａｔｉｏｎｐｒｅｓｓ，１９９３，２２３～２５４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

４　 王永岩．动态子结构方法：理论及应用．北京：科学出版

社，１９９９（ＷａｎｇＹｏｎｇｙａｎ．Ｔｈｅｏｒｉｅｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ

ｄｙｎａｍｉｃｓｕｂｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｅｔｈｏｄｓ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅｐｒｅｓｓ，１９９９

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

５　 邹经湘．结构动力学．哈尔滨：哈尔滨工业大学出版社，

１９９３，１２６～１５６（ＺｏｕＪｉｎｇｘｉａｎｇ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｙｎａｍｉｃｓ．Ｈａｒ

ｂｉｎ：Ｈａｒｂｉｎｉｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙｐｒｅｓｓ，１９９３，１２６～１５６

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

６　 黄欢，缪炳祺，施高萍．多柔体系统动力学部件两级降

阶响应分析．工程设计学报，２００２，１１（６），３４７～３５０

（ＨｕａｎｇＨｕａｎ，ＭｏｕＢｉｎｇｑｉ，ＳｈｉＧａｏｐｉｎｇ．Ｔｗｏｓｔａｇｅｃｏｍｐｏ

ｎｅｎｔｍｏｄｅｌｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｔｉｍｕ

ｌａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＤｅｓｉｇｎ，２００２，１１（６），３４７～

３５０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

７　 张家忠，许庆余，郑铁生．具有局部非线性动力系统周

期解及稳定性方法．力学学报，１９９８，３０（５）：５７２～５７８

（ＺｈａｎｇＪｉａｚｈｏｎｇ，ＸｕＱｉｎｇｙｕ，ＺｈｅｎｇＴｉｅｓｈｅｎｇ．Ａｍｅｔｈｏｄｆｏｒ

ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｉｔｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａｄｙ

ｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｌｏｃａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ

ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９８，３０（５）：５７２～

５７８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

８　崔颖，刘占生，黄文虎，韩万金．高维转子
!

轴承系统非

线性动力稳定性分析．哈尔滨工业大学学报，２００５，３７

（１１）：１４６５～１４６８（ＣｕｉＹｉｎｇ，ＬｉｕＺｈａｎｓｈｅｎｇ，ＨｕａｎｇＷｅｎ

ｈｕ，ＨａｎＷａｎｊｉｎ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒａ

ｌａｒｇｅｓｃａｌｅｒｏｔｏｒｂｅａｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅ

ｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００５，３７（１１）：１４６５～１４６８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

９　 ＨａｕｇＥＪ，ＣｈｏｉＫＫｅｔａｌ．Ｄｅｓｉｇｎｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｙｓｔｅｍｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９８６

１０　丁洁玉，潘振宽，陈立群．基于微分／代数方程的多体系

统动力学设计灵敏度分析的伴随变量方法．动力学与

控制学报，２００６，４（３）：２０５～２０９（ＤｉｎｇＪｉｅｙｕ，ＰａｎＺｈｅｎ

ｋｕａｎ，ＣｈｅｎＬｉｑｕｎＡｄｊｏｉｎｖａｒｉａｂｌｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａ

ｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃｓｄｅｓｃｒｉｂｅｄｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎ

ｔｉａｌ／ａｌｇｅｂｒａｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌ，

２００６，４（３）：２０５～２０９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

１１　王文亮．离散振系的灵敏度分析．力学学报，１９９５，２７

（２）：１８０～１８８（ＷａｎｇＷｅｎｌｉａｎｇＳｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｉｓ

ｃｒｅｔｅｖｉｂｒａｔｏｒｙｓｙｓｔｅｍ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄ

ＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９５，２７（２）：１８０～１８８（ｉｎＣｈｉ

ｎｅｓｅ））

１２　ＣｈｅｎＹＹ．Ｄｅｓｉｇｎｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｒｅｐｅａｔｅｄｅｉｇｅｎｖａｌ

ｕｅｓｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｅｓｉｇｎ．ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９９３，３１（１２）：２３４７

～２３５０

１３　 应祖光，吴淇泰．多自由度系统动力响应灵敏度分析

与振动控制．固体力学学报，１９９９，２０（２）：１７７～１８１

（ＹｉｎｇＺｕｇｕａｎｇ，ＷｕＴａｉｑｉＳｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｍｕｌｔｉＤＯＦｓｙｓｔｅｍ．Ｃｈｉｎｅｓｅ

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９９，２０（２）：１７７～１８１（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１４　陈立群，吴哲民．多自由度非线性振动分析的平均法．

振动与冲击，２００２，２１（３）：６３～６５（ＣｈｅｎＬｉｑｕｎ，ＷｕＺｈｅ

ｍｉｎ．Ａｖｅｒａｇｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒａｎａｌｙｚｉｎｇａｍｕｌｔｉｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅ

ｄｏｍｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＶｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄＳｈｏｃｋ，

４３１



第２期 宫晓春等：含参数多自由度非线性系统的降维方法研究

２００２，２１（３）：６３～６５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２８Ｊｕｌｙ２００８，ｒｅｖｉｓｅｄ１５Ｄｅｃｅｍｂｅｒ２００８．
ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１０７７２０５６，１０６３２０４０），ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＨｅｉ－Ｌｏｎｇ－
ＪｉａｎｇＰｒｏｖｉｎｃｅ，Ｃｈｉｎａ（ＺＪＧ０７０４）

ＤＩＭＥＮＳＩＯＮＲＥＤＵＣＴＩＯＮＯＦＮＯＮＬＩＮＥＡＲＭＵＴＩＤＥＧＲＥＥＯＦＦＲＥＥＤＯＭ

ＳＹＳＴＥＭ ＷＩＴＨＭＵＬＴＩＰＬＥＰＡＲＡＭＥＴＥＲＳ

ＧｏｎｇＸｉａｏｃｈｕｎ　ＣａｏＤｅｎｇｑｉｎｇ
（ＴｈｅＳｃｈｏｏｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，ＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＰＯＢｏｘ１３７，Ｈａｒｂｉｎ１５０００１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｗａｓａｄｄｒｅｓｓｅｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ
ｆｉｘｅｄｉｎｔｅｒｆａｃｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｍｏｄｅｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｓｕｂｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｗａｓｅｍｐｌｏｙｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅｎａｎｏｒｄｅｒ
ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｅｎｔｉｒｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｏｎｇｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ．Ｆｉｒｓｔｔｈｅｓｙｓ
ｔｅｍｗａｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏａｎｕｍｂｅｒｏｆｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｐｒａｃｔｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｓｏｍｅｏｆｗｈｉｃｈ
ａｒｅｌｉｎｅａｒｓｕｂｓｙｓｔｅｍ，ａｎｄｔｈｅｒｅｍａｉｎｓａｒｅｎｏｎｌｉｎｅａｒ．Ｔｈｅｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｒｅｌａｔｅｄｔｏｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓｗｅｒｅｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｔｈｅｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｔｈｅｏｒｙ．Ｆｉｎａｌｌｙｌｏｗｅｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｙｓ
ｔｅｍｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｙｎｔｈｅｓｉｚｉｎｇｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｔｈｅｍｏｄｅｓｔｒｕｎｃａｔｅｄ
ｆｒｏｍｔｈｅｌｉｎｅａｒｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅｆｉｘｅｄｉｎｔｅｒｆａｃｅｍｏｄｅｓｙｎｔｈｅｓｉｓ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｗａｓｇｉｖｅｎｔｏｉｌｌｕｓ
ｔｒａｔｅｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｙｓｔｅｍ，　ｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎ，　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｍｏｄｅｓｙｎｔｈｅｓｉｓ，　ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ，　ｄｉ
ｍｅｎｓｉｏｎｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

５３１


