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运动滑道含摩擦多体系统的建模和数值方法

彭慧莲　王琪　庄方方
（北京航空航天大学一般力学研究室，北京　１００１９１）

摘要　研究了运动约束面含摩擦多体系统动力学方程的建立和算法问题．首先利用第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程给

出了系统的动力学方程，并以矩阵形式给出了这类系统摩擦力的广义力的一般表达式．为便于摩擦力和铰

链约束力的分析与计算，采用笛卡尔坐标和约束方程的局部方法，使得系统的约束力与 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子一一

对应．应用增广法将微分－代数方程组转化为常微分方程组并用分块矩阵的形式给出，以便于方程的编程

与计算，提高计算效率．最后用一个算例验证了该方法的有效性．
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引 言

近年来非光滑多体系统动力学的研究一直受

到学者们的关注，成为多体系统动力学研究的热点

问题之一．其主要原因是在研究航空航天、机械、车
辆等多体系统动力学问题时，往往需要考虑摩擦或

碰撞对系统运动的影响，由此会导致系统的动力学

方程不连续（非光滑），不能将已有的光滑多体系

统动力学的方法直接应用到非光滑多体系统，给系

统的建模和数值计算带来困难，有必要探究解决该

类问题的新方法．
目前，研究含摩擦多体系统动力学问题的建模

方法一般包括矢量力学方法和分析力学方法．由于
矢量力学方法研究系统的各变量的直观性，很多学

者利用该方法对带摩擦多体系统进行了研究，并给

出了相应的算法．如文献［１，２］研究了考虑摩擦和
双面约束的多体系统，给出了一种迭代方法；文献

［３］对一类具有双面约束单点摩擦单自由度多体
系统进行了研究，给出了一种可避免迭代的数值计

算方法．但是，应用该方法建立含摩擦的多体系统
动力学方程相当繁琐且不易于编程计算．分析力学
方法弥补了矢量力学的这一不足，其方程的建立相

对简便，是一种程式化的方法．其中第一类 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程又是目前研究含摩擦多体系统动力学
的普遍方法之一．如文献［４］应用第一类 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程建立了考虑摩擦的单面约束多体系统动力学

方程，并给出了相应的算法．文献［５，６］应用第一
类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和线性互补方法给出了考虑干摩
擦的单面约束多体系统的动力学方程和数值算法；

然而，目前所研究的问题主要是以固定单边约束面

或平动单边约束面的多体系统为研究对象，对于这

类系统，其动力学方程中摩擦力的广义力较易于分

析与计算；如果系统中含摩擦的约束面（滑道）作

转动（如曲柄—滑块—摇杆机构）或平面一般运

动，在计算动力学方程中摩擦力的广义力时，不仅

要给出约束面的法向力与Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的关系，还
要考虑滑块相对于滑道的相对速度和相对加速度，

目前尚未见到相关的研究．
针对上述问题，本文以运动约束面含摩擦多体

系统为研究对象，利用第一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程对该类
系统进行建模．为使得Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与系统的约束
力一一对应，以便于方程的建立与计算，本文采用

笛卡尔坐标描述系统的位形，用局部方法［７］建立系

统的约束方程，并通过几何关系列写出滑块相对于

运动滑道的相对位移的表达式，由此得到滑块的相

对速度和相对加速度，给出了一种列写摩擦力的广

义力的一般表达式的方法．该方法适用于滑道为直
线的多体系统，它与矢量方法相比具有简单、程式

化程度高等特点．根据这类多体系统动力学方程的
特点，本文将固定约束面含摩擦多体系统的数值计

算方法推广到运动约束面含摩擦多体系统．为了便
于数值计算，系统的动力学方程均以矩阵形式给
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出，提高了计算效率．最后用一个滑道作定轴转动
的算例验证了该方法的有效性．

１　动力学方程的建立

设平面多刚体系统由ｎ个刚体和一个滑块（视
为质点）组成，滑块可在其中某刚体的直线滑道内

滑动．假定连接物体间的柱铰链是光滑的，仅考虑
滑块与滑道间的摩擦．为便于描述和计算，本文采
用笛卡尔坐标描述系统的位形，即用（ｘｃｊ，ｙｃｊ，θｊ）ｊ＝

１，２，…，ｎ表示刚体 ｉ的质心坐标和转角，用（ｘ，
ｙ）表示滑块的坐标，系统的位形坐标为 ｑ＝［ｘｃ１，

ｙｃ１，θ１，…，ｘｘｎ，ｙｃｎ，θｎ，ｘ，ｙ］
Ｔ，ｑ∈Ｒ３ｎ＋２．假设系统

受到完整定常双面约束，滑块可在刚体 ｉ的滑道内
运动，约束方程为ｇ（ｘ，ｙ，ｘｃｉ，ｙｃｉ，θｉ）＝０；物体间
铰链的约束方程为 ｆｊ（ｑ）＝０，ｊ＝１，…，ｐ，系统的约

束方程可写成Φ（ｑ）＝［ｆ１，…ｆｐ，ｇ］
Ｔ＝０，Φ∈Ｒｐ＋１

（ｐ＋１为独立的约束方程个数）．应用第一类 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ方程可得系统的动力学方程：

Ｍｑ̈＝Ｑ＋Ｑｆ＋ΦＴｑλ

Φ（ｑ）＝{ ０
（１）

其中，Ｍ为系统的广义质量矩阵，该矩阵为正定的对
角阵；Φｑ为约束方程的雅可比矩阵；λ＝［λ１，…λｐ，

λ］Ｔ∈Ｒｐ＋１为Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子列向量，其中［λ１，…λｐ］

是与铰链约束方程对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，λ是与刚体
ｉ上滑道的约束方程对应的Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子；Ｑ为系统
主动力的广义力；Ｑｆ为系统摩擦力的广义力．

根据库仑摩擦模型，摩擦力的大小与作用于约

束面的法向约束力的大小｜ＦＮ｜成正比，方向与相对
运动（或相对运动趋势）的方向相反，滑道作用在

滑块上的摩擦力Ｆ可表示为：

Ｆ＝

－μ｜ＦＮ｜ｓｇｎ（ｓｒ）　　 ｓｒ≠０

－μ′｜ＦＮ｜ｓｇｎ（̈ｓｒ）　　 ｓ̈ｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ≠０

［－μ′｜ＦＮ｜，μ
′｜ＦＮ｜］　ｓｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ＝

{
０

其中：

ｓｇｎ（ｘ）＝
　１　ｘ＞０
　０　ｘ＝０
－１　ｘ＜

{
０

μ、μ′和ＦＮ分别为滑块与滑道间的动、静滑动
摩擦系数和滑道作用在滑块上的法向约束力．ｓｒ、̈ｓｒ
分别为滑块相对于滑道的相对速度和相对加速度．

为便于计算，本文采用局部方法建立系统的约

束方程，可以证明，由此得到的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子与滑
道约束面的法向约束力一一对应．由于滑块被约束
在ｇ（ｘ，ｙ，ｘｃｉ，ｙｃｉ，θｉ）＝０的滑道上运动，与该约

束方程对应的 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子为 λ，滑道法向约束
力的大小为：

｜ＦＮ｜＝
ｇ
ｘ( )

２

＋ ｇ
ｙ( )槡

２

｜λ｜

将该式表示成：｜ＦＮ｜＝ｃ｜λ｜＝ｃλｓｇｎ（λ），其中：

ｃ＝ ｇ
ｘ( )

２

＋ ｇ
ｙ( )槡

２

滑道作用在滑块上的摩擦力（静滑动摩擦力和动滑

动摩擦力）可统一表示成：

　Ｆ＝

－μｃλｓｇｎ（λ）ｓｇｎ（ｓ·ｒ）　　ｓ·ｒ≠０

－μ′ｃλｓｇｎ（λ）ｓｇｎ（ｓ̈ｒ）　　ｓ̈ｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ≠０

［μ′ｃλｓｇｎ（λ），μ′ｃλｓｇｎ（λ）］　ｓ·ｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ＝
{

０

（２）
其中，ｃλ的物理含义是滑块受到刚体上的双面滑
道的法向约束力．当λ ＞０时，表示该滑道的一个
约束面起作用；当λ ＜０时，表示该滑道的另一个
约束面起作用；当λ ＝０时，表示该滑道的两个面
均不起作用．

为给出摩擦力的广义力Ｑｆ的一般表达式，下面
先给出一种列写 ｓｒ、̈ｓｒ和 δｓｒ的解析式的方法，该方
法适合滑块相对运动轨迹为直线的平面多体系统．

设滑块可在刚体 ｉ上的滑道内滑动且相对运
动轨迹为直线，如图１所示．Ｏｘｙ为系统的惯性坐
标系，Ｃｉｘ

′
ｉｙ
′
ｉ为固连在刚体ｉ上的随体坐标系，坐标

原点位于刚体ｉ的质心Ｃｉ，其在惯性坐标系中的坐

标为（ｘｃｉ，ｙｃｉ），ｘ
′
ｉ轴与惯性坐标系 ｘ轴正向的夹角

为θｃｉ．设滑块的瞬时重合点为 ｐ
ｉ，其在惯性坐标系

中的坐标为（ｘ，ｙ），在随体坐标系中的坐标为
（ｘ′，ｙ′），则两者的关系可表示为：

图１　坐标转换

Ｆｉｇ．１　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
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ｘ′

ｙ( )′ ＝ ｃｏｓθｉ ｓｉｎθｉ
－ｓｉｎθｉ ｃｏｓθ( )

ｉ

ｘ －ｘｃｉ
ｙ －ｙ( )

ｃｉ

（３）

假设滑道与随体坐标ｙ′ｉ轴交于（０，ｂ），交点为

滑块相对于滑道的相对位移的坐标原点，与 ｘ′ｉ轴
正向夹角为常数α（逆时针为正），则滑块在任意位
置相对于滑道的相对位移的大小可表示为：

ｓｒ＝ｘ
′ｃｏｓα＋（ｙ′－ｂ）ｓｉｎα＝（ｘ －ｘｃｉ）ｃｏｓ（θｉ＋

　α）＋（ｙ －ｙｃｉ）ｓｉｎ（θｉ＋α）－ｂｓｉｎα （４）
由（４）式可知，滑块的相对位移的大小为广义坐标
的函数，即ｓｒ＝ｓｒ（ｘ，ｙ，ｘｃｉ，ｙｃｉ，θｉ），将（４）对时间
求一阶导数和二阶导数即可得到滑块的相对速度

ｓｒ和 ｓ̈相对加速度．摩擦力所作的虚功为：

δＷｆ＝Ｆδｓｒ＝Ｆ
ｓｒ
ｘ
δｘ ＋Ｆ

ｓｒ
ｙ
δｙ ＋

　Ｆ
ｓｒ
ｘｃｉ
δｘｃｉ＋Ｆ

ｓｒ
ｙｃｉ
δｙｃｉ＋Ｆ

ｓｒ
θｉ
δθｉ

由于ｓｒ只是刚体ｉ和滑块的位形坐标的函数，与系
统其他刚体的位形坐标无关，因此摩擦力对应于系

统位形坐标的广义力可统一表示为：

Ｑｆｑｉ＝Ｆ
ｓｒ
ｑｉ
，（ｉ＝１，２，…，３ｎ＋２） （５）

其中Ｆ由（２）式确定．由于认为铰链是光滑的，只
考虑滑块与滑道间的摩擦，为便于计算，将摩擦力

的广义力表示成矩阵形式：

Ｑｆ＝Ａλ （６）
其中：

　Ａ＝［Ａ１　Ａ２］，Ａ１＝０∈Ｒ
（３ｎ＋２）×ｐ，Ａ２∈Ｒ

３ｎ＋２，Ａ２＝ｄ
ｓｒ
( )ｑ

　
ｓｒ
ｑ
＝［
ｓｒ
ｘｃ１
，
ｓｒ
ｙｃ１
，
ｓｒ
θ１
，…，

ｓｒ
ｘｃｎ
，
ｓｒ
ｙｃｎ
，
ｓｒ
θｎ
，
ｓｒ
ｘ
，
ｓｒ
ｙ
］Ｔ

　ｄ＝

－μｃｓｇｎ（λ）ｓｇｎ（ｓ·ｒ）　　　ｓ·ｒ≠０

－μ′ｃｓｇｎ（λ）ｓｇｎ（ｓ̈ｒ）　　　ｓ̈ｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ≠０

［μ′ｃｓｇｎ（λ），μ′ｃλｓｇｎ（λ）］　ｓ·ｒ＝０ａｎｄｓ̈ｒ＝
{

０

因此利用增广法和 Ｂａｕｍｇａｒｔｅ稳定化方法［８］，

系统的动力学方程（１）可表示为：

　
Ｍ －ΦＴｑ－Ａ

Φｑ[ ]０

ｑ̈[ ]λ ＝
　　　Ｑ

－Φ·ｑｑ－αΦ
· －β[ ]Φ （７）

其中：Φ·ｑ＝ｄΦｑ／ｄｔ，Φ
· ＝ｄΦ／ｄｔ，α，β为大于零的常

数．该方程是分段光滑方程组．对于单点摩擦的平
面多体系统普遍适用．对于相对运动轨迹为直线的
运动约束面多点摩擦多体系统，可由同样的方法得

到的摩擦力的广义力，其形式与公式（６）类似．

２　动力学方程的特点

方程（７）的矩阵 Ａ中含 ｓｇｎ（λ），ｓｇｎ（ｓ·ｒ）和

ｓｇｎ（ｓ̈ｒ）项，系统在运动过程中，这些项的符号会发
生变化，若能确定了这些项的符号，方程（７）就是关
于系统广义加速度 ｑ̈和Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子λ的线性方程
组，应用线性方程组和常微分方程的数值计算方法

就可以求解．因此要数值求解该类方程组，首先要确
定符号函数ｓｇｎ（λ），ｓｇｎ（ｓ·ｒ）和ｓｇｎ（ｓ̈ｒ）的值．

对于单点摩擦的多体系统，若滑块的相对速度

不等于零，公式（６）中的 ｄ与滑块的相对速度有
关，而ｓｇｎ（ｓ·ｒ）是确定的值；若滑块的相对速度等于
零，此时滑块所受的摩擦力为静摩擦力，公式（６）
中的ｄ与滑块的相对加速度有关，可应用摩擦趋势
确定法［９］确定．这样，矩阵 Ａ只是系统的位形坐标
和ｓｇｎ（λ）的函数，而计算时不能事先确定 ｓｇｎ
（λ）的值，可采用试算法确定ｓｇｎ（λ）的值．注意
到：虽然ｓｇｎ（λ）的值有 ±１和０三种选择，但对
于λ ＝０的特殊情况，无论ｓｇｎ（λ）取何值，都不
会影响λｓｇｎ（λ）的值（该值仍然为零），所以ｓｇｎ
（λ）可以只选择＋１和－１即可．

３　动力学方程的矩阵表示与算例

３．１　动力学方程的矩阵表示

若ΦＴｑ、Φ
Ｔ
ｑ＋Ａ列满秩，则方程（７）可表示为：

　
ｑ̈[ ]λ ＝

Ｍ －ΦＴｑ－Ａ

Φｑ[ ]０

－１ 　　　Ｑ

－Φ·ｑｑ－αΦ
· －β[ ]Φ （８）

由于方程（８）中的 ｓｇｎ（λ）有 ＋１和 －１两种
选择，可先假设 ｓｇｎ（λ）＝＋１，由方程（７）求出 ｑ̈
和λ，若求出的 λ≥０，则说明假设成立，否则设
ｓｇｎ（λ）＝－１，由式（８）求出 ｑ̈和 λ．但是，当对
ｓｇｎ（λ）进行选择时，若假设的 ｓｇｎ（λ）不成立，
由方程（８）求出的 ｑ̈是没有意义的，为避免不必要
的计算，便于方程的求解，有必要对方程（７）作进
一步的推导，由方程（７）可解得：

λ＝－［ΦｑＭ
－１（ΦＴｑ＋Ａ）］

－１［ΦｑＭ
－１Ｑ＋

　Φ·ｑｑ＋αΦ
· ＋βΦ］ （９）

ｑ̈＝Ｍ－１（Ｑ＋Ａλ＋ΦＴｑλ） （１０）

由于Ｒｎ×ｎ矩阵求逆的计算工作量（乘除法次
数）为Ｏ（ｎ３），Ｒｍ×ｎ×Ｒｎ×ｌ矩阵相乘的计算工作量
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（乘除法次数）为 ｍ×ｎ×ｌ［１０］．针对本文研究的多
体系统，采用方程（８）每次计算 λ的计算工作量
（乘除法次数）为Ｏ（（３ｎ＋ｐ＋３）３），而采用式（９）
每次计算λ的计算工作量（乘除法次数）为 Ｏ（（ｐ
＋１）３），可提高计算效率，并且用矩阵形式表示系
统的动力学方程，便于编程计算．

考虑到在实际问题中的 λ分段连续性，可将
原来的试算法进行改进，即选取前一步的试算结果

作为初选．若滑块相对速度等于零，则需要进行
“ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ”判别，本文采用文献［９］给出的
方法进行判别．
３．２　算 例

设运动约束面单点摩擦多体系统如图２所示．
设均质杆ＯＡ和Ｏ１Ｂ质量分别为ｍ１、ｍ２，长分别为

ｌ１、ｌ２，滑块Ａ的质量为ｍ．机构在铅垂平面内运动，
滑块可沿Ｏ１Ｂ杆滑动．曲柄ＯＡ上作用有力偶，其力
偶矩为Ｍ＝Ｍｍａｘｓｉｎωｔ；滑块与滑道间的动、静滑动摩

擦系数分别为μ、μ′．其惯性坐标系的建立如图２所
示，ｙ轴铅垂向上．设（ｘｃ１，ｙｃ１），（ｘｃ２，ｙｃ２）分别为杆ＯＡ

和Ｏ１Ｂ的质心坐标，（ｘ，ｙ）为滑块Ａ的坐标．则系

统的位形坐标为（ｘｃ１，ｙｃ１，θ１，ｘｃ２，ｙｃ２，θ２，ｘ，ｙ）．

图２　曲柄摇杆机构图

Ｆｉｇ．２　ｃｒａｎｋｒｏｃｋｅｒｍｅｃｈａｎｉｓｍ

应用局部方法，系统的约束方程可表示为：

ｆ１＝ｘｃ１－０．５ｌ１ｃｏｓθ１＝０

ｆ２＝ｙｃ１－０．５ｌ１ｓｉｎθ１＝０

ｆ３＝ｘ －ｘｃ１－０．５ｌ１ｃｏｓθ１＝０

ｆ４＝ｙ －ｙｃ１－０．５ｌ１ｓｉｎθ１＝０

ｆ５＝ｘｃ２－０．５ｌ２ｃｏｓθ２＝０

ｆ６＝ｙｃ２－０．５ｌ２ｓｉｎθ２＋ａ＝０

ｇ＝（ｙ －ｙｃ２）ｃｏｓθ２－（ｘ －ｘｃ２）ｓｉｎθ２＝

















０

（１１）

设随体坐标系的 ｘ′轴沿 Ｏ１Ｂ杆方向，由（４）式可
得，滑块Ａ相对于滑道的相对位置为：

ｓｒ＝（ｘ －ｘｃ２）ｃｏｓθ２＋（ｙ －ｙｃ２）ｓｉｎθ２
将上式对时间求一阶导数和二阶导数，并利用运动

滑道的约束方程，得到滑块Ａ相对于滑道的相对速
度和相对加速度分别为：

　νｒ＝ｓｒ＝（ｘ －ｘｃ２）ｃｏｓθ２＋（ｙ －ｙｃ２）ｓｉｎθ２
　ａｒ＝̈ｓｒ＝（̈ｘ －ｘ̈ｃ２）ｃｏｓθ２＋（̈ｙ －ｙ̈ｃ２）ｓｉｎθ２－

（ｘ －ｘｃ２）θ
·

２ｓｉｎθ２＋（ｙ －ｙｃ２）θ
·

２ｃｏｓθ２
摩擦力的广义力由公式（６）求得．

本算例有关参数为：ｍ１＝０．５ｋｇ，ｌ１＝０．２ｍ，ｍ２
＝１．５ｋｇ，ｌ２＝０．６ｍ，ｍ ＝２．０ｋｇ，ａ＝０．３ｍ，ω＝（π／
３）ｒａｄ／ｓ．分以下几种情形进行数值仿真．
情形１．　（不存在 ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ）当摩擦系数
比较小时，系统不会出现“ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ”现象．
该机构在某些参数下，其稳态运动为周期运动，但

在另一些参数下，其运动是混沌的．

图３　滑块Ａ相对于Ｏ１Ｂ杆的相对速度、相对加速度

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄ

ｒｅｌａｔｉｖｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｓｌｉｄｅｒＡｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＯ１Ｂ

图４　λ的时间历程

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆλ

设Ｍｍａｘ＝２．０Ｎ．ｍ，初始状态为 θ１＝０．５ｒａｄ，θ
·

１

＝０．０ｒａｄ／ｓ，消除暂态后，图３，图４分别为μ＝０．１，

μ′＝０．０８时滑块 Ａ相对于摇杆 Ｏ１Ｂ的相对速度、

相对加速度和 λ的时间历程图，由数值仿真结果
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可以看出机构在该参数下其稳态运动为周期运动；

图５为μ＝０．２２，μ′＝０．１７６时ＯＡ杆转角和角速度
的相图，由仿真结果可以看出机构在该参数下的运

动是混沌的．

图５　ＯＡ杆转角和角速度的相图

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｇｌｅａｎｄａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＯＡ

情形２．　（存在 ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ）随着摩擦系数
的增大，该机构会出现“ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ”现象，在
某些参数下其稳态运动为周期运动；但在另一些参

数下，其运动是混沌的．

图６　滑块Ａ相对于Ｏ１Ｂ杆的

相对速度、相对加速度及λ的时间历程

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｒｅｌａｔｉｖｅａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

ｏｆｓｌｉｄｅｒＡｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＯ１Ｂ，ａｎｄｔｈｅｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆλ

图７　ＯＡ杆转角和角速度的相图

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｇｌｅａｎｄａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＯＡ

设Ｍｍａｘ＝２．０Ｎ．ｍ，初始状态为θ１＝０．５ｒａｄ，θ
·

１＝

０．０ｒａｄ／ｓ，消除暂态后，图６为μ＝０．２２４，μ′＝０．２８时
滑块Ａ相对于摇杆Ｏ１Ｂ的相对速度、相对加速度以

及λ的时间历程图，由图６可知机构消除暂态后作
周期运动且出现了“ｓｔｉｃｋｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ”现象；图７为

μ＝０．２５６，μ′＝０．３２时ＯＡ杆转角和角速度的相图，
机构在该参数下的运动是混沌的，并且存在“ｓｔｉｃｋ
ｉｎｇ－ｓｌｉｐｐｉｎｇ”转换．图８给出了系统随摩擦系数变
化的分岔图．由此可得在特定结构参数下，系统作
周期或混沌运动时，摩擦系数的取值范围．

图８　分岔图

Ｆｉｇ．８　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

针对上述算例采用了不同的计算方法．方法一
直接采用方程（８）和原有的试算法进行计算；方法
二根据动力学方程分段连续的特点，采用方程（８）
和改进的试算法进行计算；方法三采用方程（９），
（１０）及改进的试算法进行计算；三种计算方法数
值仿真１００ｓ所用ＣＰＵ时间如表１所示．

表１　用三种方法计算所用的ＣＰＵ时间

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅＣＰＵｔｉｍｅｏｆｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓ

ＭｅｔｈｏｄｏｆＣｏｍｐｕｔｅ ＣＰＵＴｉｍｅ
Ｍｅｔｈｏｄ１ｓｔ ８６ｓ
Ｍｅｔｈｏｄ２ｎｄ ７６ｓ
Ｍｅｔｈｏｄ３ｒｄ ２９ｓ

由上表可以看出，采用方程（９），（１０）及改进
的试算法进行计算可提高计算效率．

４　结论

在多体系统中，考虑含摩擦的约束面作定轴转

动或平面一般运动的情况，给系统动力学方程的建

立和摩擦力的广义力一般表达式的推导带来困难．
本文采用笛卡尔坐标作为系统的位形坐标，应用第

一类Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立了一类运动面双面约束单
点摩擦的多体系统动力学方程，应用局部方法建立

了系统的约束方程，使得动力学方程中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
乘子与系统的约束力一一对应，易于约束力和摩擦

力的分析和计算．为便于方程的数值求解，用矩阵
形式给出了系统摩擦力的广义力的一般表达式；应

用增广法将微分－代数方程转化为常微分方程，并
对动力学方程进行了进一步推导，得到了求解 Ｌａ
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ｇｒａｎｇｅ乘子的矩阵表达式，避免了不必要的计算，
提高了计算效率；通过数值仿真分析了系统的动力

学特性；采用这种方法建立动力学方程简便，且摩

擦力的广义力的表达形式简洁．另外，本文的建模
方法对相对运动轨迹为直线的运动约束面多点摩

擦多体系统同样适用，由此得到的摩擦力的广义力

的形式与公式（６）类似．
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