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大型动力系统的降维：

基于模态截断的非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

王晋麟　曹登庆　宋敉淘
（哈尔滨工业大学航天学院，哈尔滨　１５０００１）

摘要　为了有效地求解大型动力系统，现已提出了各种降维方法．根据非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的求解思路，我

们将大型动力系统分解成三个子系统，即＂慢子系统＂、＂适速子系统＂和＂快子系统＂．在此基础上提出了改

进的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，即：在数值积分过程中将适速子系统的贡献导入慢子系统．然后，以一个含有立方

非线性的５自由度强迫振动系统为例阐明了新方法的有效性．

关键词　Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，　非线性系统，　降维，　后处理方法，　模态截断

引 言

随着科学技术的进步，现代机械的结构尺寸越

来越大，结构越来越轻，连接结构变得极其复杂，因

此导致了复杂的非线性结构动力学问题．对于这种
复杂的结构需要建立其有限元模型进行动特性分

析，一般来说，数学模型的规模越大，自由度数越

多，则模型的精度越高，然而对于高维非线性动力

系统的分析还是十分困难，即使利用数值模拟，特

别是分析其长时间动力学特性，计算量仍然是巨大

的．于是人们积极寻求降维方法，用一个低维的系
统在定量和定性上近似取代原有系统．降维方法的
应用不仅可以提高动力学仿真的计算效率，还便于

控制的设计和实现［１］．降维方法的思想就是找到一
些变量组成原有系统的子集，通过这些变量反映系

统的动力学特性．利用原有系统的一些特性采用什
么方法获得这个子系统是降维的关键．对于线性问
题，应用标准的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法（Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断）已经
发展的很成熟，虽然标准的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法在非线性
系统中仍然适用，但是必须取足够多的模态，否则

很难保证精度，甚至可能得出与原系统不一样的定

性结果．为了克服标准 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的不足，人们
提出了非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，它是基于惯性流形和
近似惯性流形的概念提出来的［２－４］，其核心思想是

利用惯性流形获得高频分量和低频分量之间的关

系，并将这种关系代入到低维的子系统中，也就是

相当于构建一个考虑高频分量的贡献的低维系统．

由于非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法要求在每一步积分中包
含来自于近似惯性流形的非线性因素，其耗费的计

算时间与直接积分原系统相比没有明显的优势［５］．
为了克服非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法耗时的不足，且保证
对标准Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的改进，Ｇａｒｃｉａ－Ａｒｃｈｉｌｌａ等［６］

提出了所谓后处理 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法（Ｐｏｓｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
Ｇａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ），试图综合标准与非线性两种
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的优点，即既象标准 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法一
样简单，又能提高精度．并且应用这一方法求解了
周期边界条件下流体动力学的耗散方程［７］．有关非
线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和后处理 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的优缺
点可参见 ＲｅｇａａｎｄＴｒｏｇｅｒ［８］和 ＭａｔｔｈｉｅｓａｎｄＭｅｙ
ｅｒ［９］的评述，及其在风机有限元模型的降维中的应
用［９］．

后处理 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法首先将动力学系统投影
到低维空间上，然后采用数值积分到一个给定的时

间，最后通过一个校正因子将高维动力系统的影响

计入到用物理坐标表示的输出结果．这样的方式在
某些情况下是可行的，而且与标准的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
比较也可以提高求解的精度［８］．然而，用后处理
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求得的解只能体现低维系统的动力
学特性，在某些情况下并不能提高解的精度，这一

点可从本文给出的算例予以证实．
根据非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的求解思路，我们将

大型动力系统分解成三个子系统，即“慢子系统”、

“适速子系统”和“快子系统”．在此基础上提出了
改进的非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，即：在数值积分过程
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中将适速子系统的贡献导入慢子系统．一般来说，
应用有限元方法建立的多自由度非线性动力学系

统，其动力学性质可由前几阶模态的动力学性质主

导．因此，我们取“适速子系统”的维数稍大于或等
于“慢子系统”的维数，而“快子系统”的维数比“慢

子系统”的维数要高得多，即：将相对高频的模态振

动对低频振动影响考虑在内．新方法与非线性
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相比较，不但可以达到几乎同样的精
度，而且可以节省大量的计算时间．

１　状态空间的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

为了便于介绍本文提出的改进的非线性

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，考虑由下述微分方程描述的非线性
动力学系统：

ｄｘ
ｄｔ＝ｆ（ｘ，ｔ），　ｘ∈Ｒ

ｎ （１）

设ｕ∈Ｒｍ，ｖ∈Ｒｐ和ｗ∈Ｒｑ分别是ｍ维子集，ｐ维子
集和ｑ维子集（ｍ＋ｐ＋ｑ＝ｎ）．这三个子集分别对
应上节所描述的三个子系统，这样方程（１）通过变
换可以写成下面的形式：

ｄｕ
ｄｔ＝ｌ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ）

ｄｖ
ｄｔ＝ｓ（ｓ，ｖ，ｗ，ｔ）

ｄｗ
ｄｔ＝ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ











 ）

（２）

向量（ｌ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ），ｓ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ），ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ））Ｔ对应
方程（１）中的ｆ（ｘ，ｔ）．一般情况下（２）中的ｍ维子系
统的解是原系统（１）的一个近似解．标准Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法认为ｖ和ｗ近似为０．方程（２）变成下式：

ｄｕ
ｄｔ＝ｈ（ｕ，０，０，ｔ） （３）

而非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法则是试图寻找 ｕ和 ｖ、ｗ的
关系，将 ｕ表示成 ｖ和 ｗ的函数．然而通常很难找
到他们之间的精确关系，只能采用反映它们之间近

似关系的近似惯性流形．求近似惯性流形的方法很
多，文献［１０］中提供了一个简单实用的方法．作者
认为ｖ和ｗ的时间导数相对于ｖ和ｗ可以忽略，然
后计算这个准稳态近似惯性流形．这样方程（２）可
以写成如下形式：

ｄｕ
ｄｔ＝ｌ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ）

０＝ｓ（ｓ，ｖ，ｗ，ｔ）
０＝ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ










）

（４）

通过（４）中的ｓ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ）＝０，ｈ（ｕ，ｖ，ｗ，ｔ）＝０我们
可以得到ｕ和ｖ、ｗ的近似关系．我们认为“快子系
统”对系统的贡献和影响微乎其微，令ｗ为０．得到
如下系统：

ｄｕ
ｄｔ＝ｌ（ｕ，ｖ，ｔ）

０＝ｓ（ｓ，ｖ，ｔ
{

）

（５）

方程（５）具体处理过程如下：首先将非线性函
数写成ｆ（ｘ，ｔ）＝Ａｘ＋ｇ（ｘ，ｔ），其中 Ａｘ是 ｆ（ｘ，ｔ）的
线性部分，ｇ（ｘ，ｔ）是 ｆ（ｘ，ｔ）的非线性部分．三个子
系统的划分通过特征值的比较来实现．对于（１）的
解可以通过坐标变换表示成如下形式：

ｘ＝Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ＋Ｗｑｗ （６）
其中Ｕｍ＝［ｙ１，…，ｙｍ］为矩阵Ａ的前ｍ个特征向量
组成的矩阵，对应“慢子系统”，Ｖｐ＝［ｙｍ＋１，…，
ｙｍ＋ｐ］是矩阵Ａ的 ｐ个特征向量组成的矩阵，对应
“适速子系统”，Ｗｑ＝［ｙｍ＋ｐ＋１…ｙｍ＋ｐ＋ｑ］为矩阵 Ａ剩
余ｑ个特征向量组成的矩阵，对应“快子系统”，对
于实际系统其维数要远远高于Ｕｍ和 Ｖｐ．计算对应

于ＡＴ的特征向量 Ｕ～ｍ、Ｖ
～
ｐ和 Ｗ

～
ｑ．将（６）代入到（１）

并在方程两边同时左乘 Ｕ～Ｔｍ、Ｖ
～Ｔ
ｐ和 Ｗ

～Ｔ
ｑ我们可以得

到下面的微分方程：

ｄｕ
ｄｔ＝Ｕ

～Ｔ
ｍＡＵｍｕ＋Ｕ

～Ｔ
ｍｇ（Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ＋Ｗｑｗ，ｔ）（７ａ）

ｄｖ
ｄｔ＝Ｖ

～Ｔ
ｐＡＶｐｖ＋Ｖ

～Ｔ
ｐｇ（Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ＋Ｗｑｗ，ｔ） （７ｂ）

ｄｗ
ｄｔ＝Ｗ

～Ｔ
ｑＡＷｑｗ＋Ｗ

～Ｔ
ｑｇ（Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ＋Ｗｑｗ，ｔ）（７ｃ）

方程（７ａ）、（７ｂ）和方程（７ｃ）通过非线性项耦合在
一起．忽略“快子系统”的影响，令 ｗ＝０，同时考虑
适速子系统”的影响令 ｖ的时间导数为０，则方程
（７ｂ）可写成如下形式：

ｖ＝－Ｊ－１Ｖ～Ｔｐｇ（Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ，ｔ） （８）

其中Ｊ＝Ｖ～ＴｐＡＶｐ．方程（８）是一个非线性的超越函数，
可以采用迭代的方式得到其近似解．迭代格式如下：

ｖ１＝－Ｊ
－１Ｖ～Ｔｐｇ（Ｕｍｕ，ｔ），

ｖ２＝－Ｊ
－１Ｖ～Ｔｐｇ（Ｕｍｕ＋Ｖｐｖ，ｔ），…

２　振动方程的改进的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法

一般的振动方程可写成如下形式 ：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝Ｆ（ｘ，ｔ） （９）
通常Ｍ和Ｋ是对称的正定矩阵，假设采用比例阻

９０１
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尼，则方程（９）的左边可以在模态坐标下解耦．令
ｘ＝Ξξ＝Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ （１０）

其中：Φｍ＝［φ１，…，φｍ］，Ψｐ＝［φｍ＋１，…，φｍ＋ｐ］，Ζｑ
＝［φｍ＋ｐ＋１，…，φｍ＋ｐ＋ｑ］，Ξ＝［Φｍ，Ψｐ，Ζｑ］．φｉ是Ａ

＝Ｍ－１Ｋ的特征向量，也称为振型．对于非标准的
振动方程即Ｍ或 Ｋ不是对称的正定矩阵，如果是
非亏损的，我们仍然可以采用的左右特征向量进行

解耦，关于这个问题以后再作讨论．
将（１０）代入（９），并在两端左乘ΞΤ得到如下方程：

珚Ｍξ
¨
＋珔Ｃξ

·

＋珔Ｋξ＝ｆ
－
（Ξξ，ｔ） （１１）

其中珚Ｍ，珔Ｃ和珔Ｋ都是对角矩阵，它们的对角线元素
分别为：珚ｍｉ＝φ

Ｔ
ｉＭφｉ，珋ｃｉ＝φ

Ｔ
ｉＣφｉ和 珋ｋｉ＝φ

Ｔ
ｉＫφｉ．广义

力 ｆ
－
＝φＴｉ（Ξξ，ｔ）．类似于方程（２），（１１）式还可以

写成如下形式：

　Ｍ
－

ｍ
¨＋Ｃ

－

ｍ
·＋Ｋ

－

ｍ＝ｆ
－

ｍ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ）（１２ａ）

　Ｍ
－

ｐψ
¨＋Ｃ

－

ｐψ
·＋Ｋ

－

ｐψ＝ｆ
－

ｐ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ） （１２ｂ）

　Ｍ
－

ｑζ
¨＋Ｃ

－

ｑζ
·＋Ｋ

－

ｑζ＝ｆ
－

ｍ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ） （１２ｃ）
其中：

Ｍ
－
＝

Ｍ
－

ｍ ０ ０

０ Ｍ
－

ｐ ０

０ ０ Ｍ
－











ｑ

，　Ｃ
－
＝

Ｃ
－

ｍ ０ ０

０ Ｃ
－

ｐ ０

０ ０ Ｃ
－











ｑ

Ｋ
－
＝

Ｋ
－

ｍ ０ ０

０ Ｋ
－

ｐ ０

０ ０ Ｋ
－











ｑ

，　ｆ
－
＝

ｆ
－

ｍ

ｆ
－

ｐ

ｆ
－












ｑ

参考（４）式令 ζ·＝ζ¨＝ψ¨＝ψ· ＝０，我们可以得到二阶
振动方程的准稳态近似惯性流形：

Ｋ
－

ｐψ＝ｆ
－

ｐ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ）

Ｋ
－

ｑζ＝ｆ
－

ｑ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ） （１３）
这样处理完的系统可写成如下的微分代数方程组：

　

Ｍ
－

ｍ
¨＋Ｃ

－

ｍ
·＋Ｋ

－

ｍ＝ｆ
－

ｍ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ）

　　　　　Ｋ
－

ｐψ＝ｆ
－

ｐ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ）

　　　　　Ｋ
－

ｑζ＝ｆ
－

ｑ（Φｍ＋Ψｐψ＋Ζｑζ，ｔ
{

）

（１４）

方程（１４）虽然比原系统计算容易且快速，但是它
仍然是个高维系统，微分方程和代数方程的个数相

加仍然是ｎ．在求解（１４）的微分方程过程中，每一
步都要迭代计算（１４）的两个超越方程．用上节叙

述的方法改进这个过程，令 ζ＝０，完全忽略“快子
系统”的影响，得到如下系统

Ｍ
－

ｍ
¨＋Ｃ

－

ｍ
·＋Ｋ

－

ｍ＝ｆ
－

ｍ（Φｍ＋Ψｐψ，ｔ）

　　　　　Ｋ
－

ｐψ＝ｆ
－

ｐ（Φｍ＋Ψｐψ，ｔ
{

）
（１５）

方程（１５）中的代数方程可以得到 ｍ个低频模态和
ｐ个相对高频模态之间的关系，我们将二者的关系
代入微分方程中就可以得到一个考虑相对高频模

态振动影响的ｍ维低维系统．

３　非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法二次降维应用算例

考虑图１所示的质量－弹簧系统，其中质量块
ｍ１和 ｍ２之间、ｍ４和 ｍ５之间由非线性弹簧联结，
其余为线性弹簧，质量块 ｍ２和 ｍ４分别受到简谐
激振力 Ｆ０ｃｏｓ（ωｔ＋π／６）和 Ｆ０ｃｏｓ（ωｔ－π／６）的作
用．系统的运动微分方程可写为：

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝ｆ（ｘ，ｔ） （１６）
采用比例阻尼，即，Ｃ＝αＭ＋βＫ．

图１　五自由度的非线性弹簧－质量系统

Ｆｉｇ．１　５－ＤｏＦｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｐｒｉｎｇ－ｍａｓｓｓｙｓｔｅｍ

系统参数选取如下：

　 ｍ１＝ｍ５＝４００ｋｇ，ｍ２＝１６０ｋｇ，ｍ３＝１００ｋｇ，ｍ４＝２００ｋｇ

　 ｋ１＝ｋ６＝１０５００Ｎ／ｍ，ｋ２＝ｋ３＝ｋ４＝ｋ５＝２５００Ｎ／ｍ

　 ｂ２＝ｂ５＝２０００Ｎ／ｍ
３．Ｆ０＝１２０Ｎ．

振动方程（１６）是一个５自由度的非线性动力学
模型，它有５阶固有频率．为了采用改进的Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法进行降维处理，这里取 ｍ＝１，ｐ＝２，ｑ＝２，将原
系统降维至１个自由度，即保留一阶模态，研究一阶
主共振情况．

首先用Ｒｏｕｇｅ－Ｋｕｔｔａ法直接求解原系统（１６）
的稳态解，将其作为精确解．然后利用相同的数值
算法求解降维得到的单自由度系统的动态响应，并

与数值解比较．
幅频曲线可以直观的反映振动系统的动力学特

性，而且物理概念清晰，因此本文通过比较原系统和

降维系统的幅频曲线来评价降维效果．选取第４个质
量块的位移作为分析对象，图２是考虑激振力的频率
不断增加时的幅频曲线，图３是考虑激振力频率不断
降低时的幅频曲线．在图２和图３中我们发现在激振
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力频率低于２．７５（ｒａｄ／ｓ）也就是一阶固有频率０．９倍
时原系统的幅值大小和各种降维系统的幅值都很接

近，但是当外激励的频率继续增加的时候，标准Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方法所得幅频曲线开始偏离原系统幅频曲线，而
非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和改进的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ所得的
幅频曲线仍与原系统保持一致，而且一直到原系统的

共振峰．由于降维带来的误差，或多或少会造成共振
点的飘移，从图２看出，标准Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法飘移最明
显，其次是改进的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，非线性Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ方法飘移最小．改进的非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的飘
移虽然比非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法稍大，但是二者的差异
不明显，特别是在频率降低的时候，如图３所示．

图２　激振力频率缓慢增加时的频率响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｗｈｅｎ

ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓｌｏｗｌｙｖａｒｉｅｄｕｐ

图３　激振力频率缓慢减小时的频率响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

ｗｈｅｎｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓｌｏｗｌｙｖａｒｉｅｄｄｏｗｎ

在非线性系统中由于对初值的敏感性会造成

升降频率所对应的幅频特性曲线在共振区形成滞

回环，图４给出不同方法所得的滞回环并和原系统
（点划线）的滞回环进行了对比，其中图４（ａ）将后
处理 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和标准 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法放在一起
比较．从图４可以看出，标准 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法和后处
理Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的滞回环最大最明显（图４（ａ）），

非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法（图 ４（ｂ））和改进的非线性
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法（图４（ａ））的滞回环与标准的非线性
Ｇａｌｅｒｋｉｎ方相比较有明显的改进．

图４　频率响应曲线滞回环对比

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅ

ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓｌｏｏｐｓｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

值得注意的是，后处理Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到的滞
回环和标准Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到的滞回环基本一致，
说明后处理 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法在系统共振区的误差没
有明显改善，其频率飘移的幅度和标准 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方
法一样，而且经过后处理以后幅值误差有所放大，

因此后处理Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法在该算例中失效．

４　结论

本文将大型动力系统分解成三个子系统，即

“慢子系统”、“适速子系统”和“快子系统”．在此基
础上提出了改进的非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，即：在数
值积分过程中将适速子系统的贡献导入慢子系统．
文中以一个５自由度的非线性强迫振动系统为例
比较了传统的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断方法、非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法和改进的非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的精度和有效
性．结果表明：

（ａ）与标准的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相比较，新方法极
大地提高了精度，且不需要增加大量的计算时间；

（ｂ）与非线性Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相比较，新方法不
但可以达到几乎同样的精度，而且可以节省大量的

计算时间．尤其对于现代工程问题中用有限元方法
建立的大规模非线性动力系统，快子系统的自由度

数将比慢子系统和适速子系统的自由度数大得多，

改进的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法的优越性将更为明显．
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（ｃ）利用改进的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，有可能得到计
入适速子系统的影响的适合于定性分析的慢子系

统，从而实现利用低维系统揭示高维非线性动力系

统的分岔和各种非线性动力学现象的目的．
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