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摘要　利用Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ空间体系下的多辛理论研究了非线性弦微小横向振动问题的数值解法．基于Ｂｒｉｄｇｅｓ

意义下的多辛积分理论，首先推导了非线性弦振动方程的一阶多辛偏微分方程组及其多种守恒律，随后构

造了一种等价于Ｂｏｘ多辛格式的新隐式多辛格式，最后，运用该多辛格式对非线性弦振动方程进行了数值

模拟，并将模拟结果与吕克璞等人得到的解析解进行比较．数值实验结果显示利用本文构造的多辛格式得

到的数值解与吕克璞等人得到的解析解非常接近，这说明该多辛格式能够较为精确地模拟非线性弦振动问

题，同时数值结果也反映出了多辛方法的两大优点：精确的保持多种守恒律和良好的长时间数值行为．

关键词　多辛积分，　非线性弦，　守恒律

引 言

弦振动方程是数学物理方程中的经典方程之

一．对于非线性弦的横向微小振动问题，谷内俊弥
和西原功修早已给出了相应的偏微分方程描述［１］，

如同其它非线性偏微分方程一样，其解析解难以得

到．近来，吕克璞等人首先利用变分原理推导出了
非线性弦振动方程，从能量角度赋予了该方程明确

的物理意义，并成功的运用减缩摄动方法将其转化

为熟悉的ＫｄＶ方程，从而得到了其近似解析解；随
后，吕克璞、石玉仁、张桂成等人提出了寻找某些非

线性发展方程精确孤立波解的双曲函数法，并成功

的求得了非线性弦振动方程及其他非线性发展方

程的一些孤波解［２，３］；然而，非线性弦振动方程的

数值解法却未见报道．
本文基于 Ｂｒｉｄｇｅｓ意义下的多辛积分理

论［４－６］，推出了非线性弦振动方程的一阶多辛偏微

分方程组的形式，并给出了多种守恒律，随后构造

了等价于Ｂｏｘ格式的多辛格式，最后利用该格式对
非线性弦振动进行了数值模拟，为非线性弦振动问

题的研究提供了新的途径．

１　非线性弦振动方程的多辛形式及其守恒律

哈密尔顿系统的一系列几何特性，如辛结构形

式，近年来得到了广泛的研究．为了将保结构理论
应用于无穷维哈密尔顿体系求解，Ｂｒｉｄｇｅｓ等提出

了多辛以及多辛积分方法理论［４－６］，其基本思想是

设计一种在每一步迭代中保持系统的某种固有的

几何局部特性的数值方案．基于此，许多保守型的
偏微分方程，如 ＫｄＶ方程、膜自由振动方程等等，

都存在能够较好保持守恒律的多辛格式［７－１１］．

考虑如下的非线性弦振动方程：

ｔｔｕ－２ａ
２ｘｕｘｘｕ－２μｘｘｘｘｕ＝０ （１）

引入正则动量：ｗ＝ｖ，ｔｕ＝ｘｖ，ｘｕ＝ｑ，并定义状

态变量ｚ＝［ｕ，ｖ，ｗ，ｐ］Ｔ，方程（１）就转化为以下多

辛结构

Ｍｔｚ＋Ｋｘｚ＝ｚＳ（ｚ） （２）

式中，Ｓ（ｚ）为Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数：

Ｓ（ｚ）＝ａ２（ｘｕ）２ｄｘｄｕ－１２ｖ２＋μｐ２ （３）

Ｍ、Ｋ为反对称矩阵：

　Ｍ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０
－１ ０ ０ ００











０ ０ ０ ０
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０ １ ０ ０
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０ ０ ０

多辛结构（２）的多种守恒律一直是数学家和
力学工作者关注的焦点是因为这些守恒律的存在

标志着基于多辛结构的多辛算法能够精确地保持
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原系统的诸多几何性质．以下将详细给出三种常见
的守恒律［４］．

对应于多辛结构（２），利用变分原理可以得到
其多辛守恒律：

ｔω＋ｘｋ＝０ （４）
其中，ω和ｋ是预辛形式：

ω＝ｄｚΛＭｄｚ／２，　ｋ＝ｄｚΛＫｄｚ／２
将其展开，得到非线性弦振动方程的多辛守恒律：

ｔ（ｄｕΛｄｗ）＋ｘ（２μｄｐΛｄｕ＋ｄｗΛｄｖ）＝０ （５）
式（２）两端对ｔｚ做内积，得：
＜ｔｚ，Ｍｔｚ＞＋＜ｔｚ，Ｋｘｚ＞＝
　＜ｔｚ，ｚＳ（ｚ）＞ （６）

由矩阵Ｍ的反对称性可得：＜ｔｚ，Ｍｔｚ＞＝０，同时
注意到：

＜ｔｚ，Ｋｘｚ＞＝
１
２ｔ＜ｚ，Ｋｘｚ＞＋

　１２ｘ＜ｔｚ，Ｋｚ＞，＜ｔｚ，ｚＳ（ｚ）＞＝ｔＳ（ｚ）

将其代入（６）式，得到多辛结构（２）的局部能量守
恒律：

ｔｅ＋ｘｆ＝０ （７）

式中：能量密度ｅ＝Ｓ（ｚ）－ｚＴＫｘｚ／２以及能流通量ｆ

＝ｚＴＫｔｚ／２．将其展开，得到方程（１）的局部能量守
恒律：

ｔ［ａ
２（ｘｕ）２ｄｘｄｕ－ｖ２／２＋μｐ２－μｐｘｕ－

　（ｗｘｖ－ｖｘｗ）／２＋μｕｘｐ］＋ｘ［μｐｔｕ＋
　（ｗｔｖ－ｖｔｗ）／２－μｕｔｐ］＝０ （８）
式（２）两端对 ｘｚ做内积，同理可以得到多辛

结构（２）的局部动量守恒律：

ｔｈ＋ｘｇ＝０ （９）

其中：ｈ＝ｚＴＭｘｚ／２，ｇ＝Ｓ（ｚ）－ｚ
ＴＭｔｚ／２．将其展开，

得到方程（１）的局部动量守恒律：

ｔ（－ｗｘｕ＋ｕｘｗ）／２＋ｘ［ａ
２（ｘｕ）２ｄｘｄｕ－

　ｖ２／２＋μｐ２－（－ｗｔｕ＋ｕｔｗ）／２］＝０

（１０）

２　Ｂｏｘ多辛格式及其等价形式

众所周知，对于常微分方程组，中点格式是构

造其隐式差分辛格式的最简单的方法，它也是最低

阶的Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ离散格式［４］．因此，本文采用
源自于中点格式的 Ｂｏｘ多辛格式来模拟非线性弦

振动方程更能表现出多辛算法的优点，同时其计算

量也是最小的．
首先，取ｔ方向的步长Δｔ，ｘ方向的步长Δｘ，对

区域进行均匀剖分，状态函数ｚ（ｘ，ｔ）在网格点（ｘｉ，

ｔｊ）处的近似值表示为 ｚ
ｊ
ｉ；随后，利用隐式中点公式

分别在ｔ方向和 ｘ方向对多辛方程组（２）进行离
散；最后，联立这两个方向的离散结果得到 Ｂｏｘ多
辛格式：

Ｍ（ｚｊ＋１ｉ＋１／２－ｚ
ｊ
ｉ＋１／２）／Δｔ＋Ｋ（ｚ

ｊ＋１／２
ｉ＋１ －ｚ

ｊ＋１／２
ｉ ）／Δｘ＝

　ｚＳ（ｚ
ｊ＋１／２
ｉ＋１／２） （１１）

式中：ｚｊ＋１／２ｉ ＝（ｚｊ＋１ｉ ＋ｚｊｉ）／２，ｚ
ｊ
ｉ＋１／２＝（ｚ

ｊ
ｉ＋１＋ｚ

ｊ
ｉ）／２，

ｚｊ＋１／２ｉ＋１／２＝（ｚ
ｊ＋１
ｉ＋１＋ｚ

ｊ
ｉ＋１＋ｚ

ｊ＋１
ｉ ＋ｚ

ｊ
ｉ）／４等．

将Ｍ，Ｋ，ｚ，Ｓ（ｚ）代入格式（１１）并削去中间变
量ｖ，ｗ和ｐ，得到格式（１１）的等价多辛格式：

δ２ｔ
２Δｔ２
（ｕｊ＋１ｉ＋２＋ｕ

ｊ
ｉ＋２＋４ｕ

ｊ＋１
ｉ＋１＋４ｕ

ｊ
ｉ＋１＋６ｕ

ｊ＋１
ｉ ＋６ｕ

ｊ
ｉ＋

　４ｕｊ＋１ｉ－１＋４ｕ
ｊ
ｉ－１＋ｕ

ｊ＋１
ｉ－２＋ｕ

ｊ
ｉ－２）－

μδ４ｘ
４Δｘ４

（ｕｊ＋１ｉ＋２＋

　ｕｊｉ＋２－４ｕ
ｊ＋１
ｉ＋１－４ｕ

ｊ
ｉ＋１－１０ｕ

ｊ＋１
ｉ －１０ｕ

ｊ
ｉ－４ｕ

ｊ＋１
ｉ－１－

　４ｕｊｉ－１＋ｕ
ｊ＋１
ｉ－２＋ｕ

ｊ
ｉ－２）＝ａ

２［（δ珔ｕｊ＋１ｉ＋１）
２－

　（δ珔ｕｊｉ＋１）
２－（δ珔ｕｊ＋１ｉ ）

２＋（δ珔ｕｊｉ）
２］珋ｘ （１２）

式中：珔ｕｊｉ＝（ｕ
ｊ
ｉ＋ｕ

ｊ＋１
ｉ ＋ｕ

ｊ
ｉ＋１＋ｕ

ｊ＋１
ｉ＋１）／４，（珔ｕ

ｊ
ｉ）珋ｘ＝δｘｕ

ｊ
ｉ／

Δｘ及中心差商算子：δ４ｘｕ
ｊ
ｉ＝ｕ

ｊ
ｉ＋２－４ｕ

ｊ
ｉ＋１＋６ｕ

ｊ
ｉ－４ｕ

ｊ
ｉ－１

＋ｕｊｉ－２，δ
２
ｔｕ
ｊ
ｉ＝ｕ

ｊ＋１
ｔ －２ｕ

ｊ
ｉ＋ｕ

ｊ－１
ｉ 等．

由于Ｂｏｘ格式是多辛的［４］，因此，其等价多辛

格式（１２）满足离散的多辛守恒律：
（ｄｕｊ＋１ｉ＋１／２Λｄｗ

ｊ＋１
ｉ＋１／２－ｄｕ

ｊ
ｉ＋１／２Λｄｗ

ｊ
ｉ＋１／２）／Δｔ＋

　（２μｄｐｊ＋１／２ｉ＋１ Λｄｕ
ｊ＋１／２
ｉ＋１ －２μｄｐ

ｊ＋１／２
ｉ Λｄｕｊ＋１／２ｉ ＋

　ｄｗｊ＋１／２ｉ ） （１３）
类似地可以写出局部能量守恒律和局部动量

守恒律的离散形式．

３　数值实验

为了验证格式（１２）的有效性，考虑如下非线
性弦振动方程的初值问题：

ｔｔｕ－２ｘｕｘｘｕ－ｘｘｘｘｕ＝０

ｕ（０，ｘ）＝１２ｔａｎｈ（２ｘ）　－∞＜ｘ＜＋{ ∞
（１４）

该初值问题存在如下的孤立波解［２，３］：

ｕ（ｔ，ｘ）＝１２ｔａｎｈ（２ｘ－８ｔ） （１５）
在［－２０，２０］内，取时间步长 Δｔ＝０．００５，空间

步长Δｘ＝０．００２模拟该孤子解，模拟过程中，第一

５０１
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层和第二层采用精确解．图１给出了该孤子解模拟
的结果（ｘ，ｔ）∈［－２０，２０］×［０，１００］．

图１　孤立波解数值波形图

Ｆｉｇ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｗａｖｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅｓｏｌｉｔｏｎ

为了表现多辛算法的保结构性质，我们依据参

考文献［５］的方法得到了局部能量误差和局部动
量误差如图２和图３；同时，为了反映多辛算法的
高精度特点，表１给出了 ｔ＝３０时刻和时刻的部分
数值解与精确解．

表１　 精确解与数值解结果比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｎｏｄ
ｔ＝３０ ｔ＝６０

ｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
１ １２ １２ １２ １２．００００００３
２ １０．９９１９５１６ １０．９９１９５１８ ８．２５７３５９１ ８．２５７３５９０
３ ８．８３６６７４３ ８．８３６６７４３ ５．０３７２３５０ ５．０３７２３５４
４ ４．２２６３１９５ ４．２２６３１９５ ０ ０
５ ０ －０．００００００２ －３．１０００４８３ －３．１０００４８３
６ －７．４３７８２４７ －７．４３７８２４５ －８．８６３９６１１ －８．８６３９６１０
７ －９．９５１６４４８ －９．９５１６４４８ －１１．２７４４１３１ －１１．２７４４１３５
８ －１２ －１１．９９９９９９９ －１２ －１２

图２　局部能量误差（ｔ∈［０，１００］）

Ｆｉｇ．２　Ｌｏｃａｌｅｎｅｒｇｙｅｒｒｏｒ（ｔ∈［０，１００］）

从图１和表１可以看出，利用格式（１２）能够精
确地模拟原孤立波解的波形，并保持原孤波解的波

形和波速不变．由图２和图３可以看出，多辛格式
（１２）不仅能够很好地模拟原孤立波解的波形，保
持原孤波解的波形保持不变，而且能够很好的长时

间保持系统的局部性质（局部能量和局部动量），

这正是多辛积分算法的优点所在．

图３　局部动量误差（ｔ∈［０，１００］）

Ｆｉｇ．３　Ｌｏｃａｌｍｏｍｅｎｔｕｍｅｒｒｏｒ（ｔ∈［０，１００］）

４　结论

本文基于Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ空间体系的多辛理论导
出了非线性弦振动方程的多辛形式及其多种守恒

律，并构造了其 Ｂｏｘ多辛离散格式的等价形式．孤
立波解数值模拟的结果表明：本文构造的多辛格式

能够精确地模拟该孤立波解，具有良好的长时间数

值行为及稳定性，同时能较好的保持系统的局部能

量和局部动量特性，为进一步研究非线性弦的振动

特征研究提供了新的途径．
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