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基于对偶变量变分原理和两端动量独立变量的保辛方法

高强　谭述君　张洪武　钟万勰
（大连理工大学工程力学系，工业装备结构分析国家重点实验室，大连　１１６０２３）

摘要　将广义位移和动量同时用拉格朗日多项式近似，并选择积分区间两端动量为独立变量，然后基于对

偶变量变分原理导出了哈密顿系统的离散正则变换和对应的数值积分保辛算法．当位移和动量的拉格朗日

多项式近似阶数满足一定条件时，可以自然导出保辛算法的不动点格式．通过数值算例讨论了位移和动量

采用不同阶次插值所需最少Ｇａｕｓｓ积分点个数，并讨论了位移插值阶数、动量插值阶数以及Ｇａｕｓｓ积分点个

数对保辛算法精度的影响，说明了上述不动点格式恰好是一种最优格式．

关键词　变分原理，　保辛方法，　哈密顿系统，　对偶

引 言

保守的动力系统可以用哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）体
系描述．哈密顿动力系统的一个主要性质是其相流
保持辛结构［１，２］．一般的非线性哈密顿系统的闭合
解通常难以得到，因此，数值积分方法常常是必须

的选择．由于哈密顿动力系统相流保辛的特点，其
近似积分的数值方法也应该设法保持相流的辛结

构［３］．非线性哈密顿系统的保辛算法已有许多研
究，多是基于差分近似的 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ方法，见有
代表性的著作［３－７］．保辛Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ法的困难之
处在于构造高精度算法．本文基于分析结构力
学［８－１０］并利用有限元的概念，将广义位移和动量

同时用拉格朗日多项式近似，并选择积分区间两端

动量为独立变量，然后基于对偶变量变分原理导出

了哈密顿系统的离散正则变换和对应的数值积分

保辛算法．通过数值算例讨论了当位移和动量采用
不同阶次多项式插值时所需最少的 Ｇａｕｓｓ积分点
个数，并讨论了位移插值阶数、动量插值阶数以及

Ｇａｕｓｓ积分点个数对保辛算法精度的影响．

１　哈密顿系统的基本方程和变分原理

假设哈密顿动力系统有 ｄ个广义坐标 ｑ＝｛ｑ１
　ｑ２　…　ｑｄ｝

Ｔ，其拉格朗日函数为 Ｌ（ｑ，ｑ），一点
表示对时间的导数，则作用量Ｓ为拉格朗日函数在
时间域上的积分，即

Ｓ＝∫
η

０
Ｌ（ｑ，ｑ）ｄｔ （１）

哈密顿变分原理为

δＳ＝∫
η

０
（
Ｌ
ｑδ
ｑ＋Ｌ
ｑδ
ｑ）ｄｔ＝∫

η

０
［
Ｌ
ｑ
－

　 ｄ
ｄｔ（
Ｌ
ｑ
）］δｑｄｔ＋（Ｌｑ

）δｑ｜η０ ＝０ （２）

若认为两端的广义位移给定，即δｑ在ｔ＝０和ｔ＝η
两端为零，则得到欧拉—拉格朗日方程

Ｌ
ｑ
－ｄｄｔ（

Ｌ
ｑ
）＝０ （３）

欧拉—拉格朗日方程是以广义位移一类变量表示

的运动方程．
对拉格朗日函数中的变量 ｑ作勒让德（Ｌｅｇ

ｅｎｄｒｅ）变换，即

ｐ＝Ｌ
ｑ

（４）

并定义哈密顿函数

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐＴｑ－Ｌ（ｑ，ｑ） （５）
则用对偶变量表示的作用量为

Ｓ＝∫
η

０
［ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｔ （６）

对偶变分原理为

　δＳ＝∫
η

０
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］ｄｔ＋∫
η
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η
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η
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）ｄｔ＋ｐＴδｑ｜η０ ＝０ （７）
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若认为两端的广义位移给定，即δｑ在两端为零，则
得到哈密顿正则方程

ｑ＝Ｈ
ｐ
，ｐ＝－Ｈ

ｑ
（８）

哈密顿正则方程是以广义位移和动量两类对偶变

量表示的运动方程．方程（８）也可以写成如下的形
式

ｖ＝ＪＨ
ｖ
，ｖ＝｛ｑＴ，ｐＴ｝Ｔ （９）

其中Ｊ是单位辛矩阵，即

Ｊ＝
０ｄ Ｉｄ
－Ｉｄ ０[ ]

ｄ

（１０）

其中０ｄ和Ｉｄ分别是 ｄ维的零矩阵和单位矩阵．哈
密顿动力系统的最主要的结构特性是相流保辛．

２　基于对偶变量变分原理的近似作用量

对于有些系统，直接给出的是哈密顿函数，若

要利用作用量构造保辛算法，需要首先通过勒让德

变换将哈密顿函数转换为Ｌａｇｒａｎｇｅ函数．但对于非
线性系统，这个转化常常是不可行的，因此下面我

们构造基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数的保辛算法．
假设积分区间为［０，η］，将积分区间等分为 ｍ

份，长度为η／ｍ，在此时间区间内将广义坐标ｑｉ（ｔ）
用通过上述等分点的 ｍ阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式近似．
同样，将积分区间［０，η］等分为 ｎ份，长度为 η／ｎ，
在此时间区间内将广义动量ｐｉ（ｔ）用通过上述等分
点的ｎ阶Ｌａｇｒａｎｇｅ多项式近似，即

ｑｉ（ｔ）＝∑
ｍ

ｋ＝０
Ｍｋ（ｔ）ｑ

ｉ
ｋ，ｉ＝１，２，…，ｄ （１１）

ｐｉ（ｔ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
Ｎｋ（ｔ）ｐ

ｉ
ｋ，ｉ＝１，２，…，ｄ （１２）

其中

ｑｉｋ＝ｑ
ｉ（
ｋ
ｍη），ｐ

ｉ
ｋ＝ｐ

ｉ（
ｋ
ｎη） （１３）

Ｍｋ（ｔ）＝ Π
ｍ

ｉ＝０，ｉ≠ｋ

ｔ－ｉη／ｍ
η／ｍ（ｋ－ｉ）

，ｋ＝０，１，…，ｍ

Ｎｋ（ｔ）＝ Π
ｎ

ｉ＝０，ｉ≠ｋ

ｔ－ｉη／ｎ
η／ｎ（ｋ－ｉ）

，ｋ＝０，１，…，ｎ （１４）

则广义位移向量和动量向量可表示为

ｑ（ｔ）＝∑
ｍ

ｋ＝０
Ｍｋ（ｔ）ｑｋ，ｐ（ｔ）＝∑

ｎ

ｋ＝０
Ｎｋ（ｔ）ｐｋ （１５）

其中

ｑｋ＝｛ｑ
１
ｋ，ｑ

２
ｋ，…，ｑ

ｄ
ｋ｝
Ｔ，ｋ＝０，１，…ｍ

ｐｋ＝｛ｐ
１
ｋ，ｐ

２
ｋ，…，ｐ

ｄ
ｋ｝
Ｔ，ｋ＝０，１，…ｎ （１６）

则通过方程（６）可计算近似作用量为

Ｓ（ｑ０，ｑ１，…，ｑｍ；ｐ０，ｐ１，…，ｐｎ）＝∫
η

０
［ｐＴｑ－

　Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｔ （１７）
下面考虑基于近似作用量 Ｓ（ｑ０，ｑ１，…，ｑｍ；ｐ０，ｐ１，
…，ｐｎ）的正则变换和保辛算法．

３　以ｐ０和ｐｎ为独立变量的保辛算法

根据方程（７），如果 ｑ和 ｐ在域内满足哈密顿
正则方程，则作用量的微商为

ｐＴｎｄｑｍ－ｐ
Ｔ
０ｄｑ０＝ｄＳ （１８）

如果选择ｐ０和ｐｎ为独立变量，根据方程（１８）有

－ｑＴｍｄｐｎ＋ｑ
Ｔ
０ｄｐ０＝ｄ（ｐ

Ｔ
０ｑ０－ｐ

Ｔ
ｎｑｍ＋Ｓ） （１９）

根据方程（１７），Ｓ是 ｑ０，ｑ１，…，ｑｍ和 ｐ０，ｐ１，…，ｐｎ
的函数，因此有
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Ｓ
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）ｄｑ０＋（

Ｓ
ｑｍ
－ｐｎ）ｄｑｍ

（２０）
由于选则ｐ０和ｐｎ为独立变量，那么正则变换要求

ｄ（ｐＴ０ｑ０－ｐ
Ｔ
ｎｑｍ＋Ｓ）为关于独立变量 ｐ０和 ｐｎ的全

微商，即要求

　Ｓ
ｑ０
＋ｐ０＝０，

Ｓ
ｑｍ
－ｐｎ＝０，

Ｓ
ｑｉ
＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ－１，

　Ｓ
ｐｉ
＝０，　ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （２１）

上式为关于（ｍ＋ｎ＋２）ｄ个变量 ｑ０，ｑ１，…，ｑｍ；ｐ０，
ｐ１，…，ｐｎ的方程，而方程的个数为（ｍ＋ｎ）ｄ个，因
此可解出

　ｑ０＝珔ｑ０（ｐ０，ｐｎ），ｑ１＝珔ｑ１（ｐ０，ｐｎ），…，ｑｍ＝珔ｑｍ（ｐ０，ｐｎ）
　ｐ０＝珔ｐ０（ｐ０，ｐｎ），ｐ１＝珔ｐ１（ｐ０，ｐｎ），…，

ｐｎ－１＝珔ｐｎ－１（ｐ０，ｐｎ） （２２）

将方程（２２）代入ｐＴ０ｑ０－ｐ
Ｔ
ｎｑｍ＋Ｓ，则作用量成为 ｐ０

和ｐｎ函数，即

Ｓ
－
（ｐ０，ｐｎ）＝ｐ

Ｔ
０珔ｑ０（ｐ０，ｐｎ）－ｐ

Ｔ
ｎ珔ｑｍ（ｐ０，ｐｎ）＋

　Ｓ（珔ｑ０（ｐ０，ｐｎ），珔ｑ１（ｐ０，ｐｎ），…，珔ｑｍ（ｐ０，ｐｎ）；
　ｐ０，珔ｐ１（ｐ０，ｐｎ），…，珔ｐｎ－１（ｐ０，ｐｎ），ｐｎ） （２３）

那么 Ｓ
－
（ｐ０，ｐｎ）对应的正则变换为

ｑ０＝
Ｓ
ｐ０
，ｑｍ＝－

Ｓ
ｐｎ

（２４）

８９
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方程（２４）给出了离散哈密顿正则方程．以上是理
论分析，但对于非线性问题，方程（２１）不可能解析
求解出（２２），然后代入 ｐＴ０ｑ０－ｐ

Ｔ
ｎｑｍ ＋Ｓ，因此需要

考虑数值求解过程．
如果将ｐ０ｑ０－ｐｎｑｍ＋Ｓ中的ｑ０，ｑ１，…，ｑｍ分别

用新变量珔ｑ０，珔ｑ１，…，珔ｑｍ代替，ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ－１用分别
用新变量珔ｐ１，珔ｐ２，…，珔ｐｎ－１代替，即将Ｓ表示为Ｓ（ｑ０，

珔ｑ１，…珔ｑｍ；珔ｐ０，…，珔ｐｎ－１，ｐｎ），那么求解如下方程

Ｓ
ｑ０
＋ｐ０＝０，

Ｓ
ｑｉ
＝０，Ｓ
ｑｍ
－ｐｎ＝０，

ｉ＝１，２，…，ｍ－１ （２５）

Ｓ
ｐ０
＋珔ｑ０－ｑ０＝０，

Ｓ
ｐｉ
＝０，ｑｍ＝珔ｑｍ－

Ｓ
ｐｎ
，

　ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （２６）
与方程（２４）给出的正则变换等价．若记

珔ｑ＝｛珔ｑＴ０，珔ｑ
Ｔ
１，…，珔ｑ

Ｔ
ｍ｝
Ｔ

珔ｐ＝｛珔ｐＴ１，珔ｐ
Ｔ
２，…，珔ｐ

Ｔ
ｎ－１，ｐ

Ｔ
ｎ｝
Ｔ （２７）

Ｍ＝｛Ｍ０，Ｍ１，…，Ｍｍ｝，Ｍ－ ＝｛Ｍ０，Ｍ１，…，Ｍｍ－１｝，

Ｍ
－
＝｛Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｍ｝，Ｎ＝｛Ｎ０，Ｎ１，…，Ｎｎ｝，

Ｎ
－
＝｛Ｎ０，Ｎ１，…，Ｎｎ－１｝，Ｎ

－
＝｛Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｎ｝ （２８）

并定义ｋ×ｌ维矩阵Ａ和ｓ×ｔ维矩阵Ｂ的Ｋｒｏｎｅｃｋ
ｅｒ积为ｋｓ×ｌｔ维矩阵ＡＢ，即

ＡＢ＝

ａ１１Ｂ … ａ１ｌＢ

  

ａｋ１Ｂ … ａｋｌ









Ｂ

（２９）

那么有

ｑ＝（ＭＩ）珔ｑ　ｐ＝（ＮＩ）｛ｐＴ０　珔ｐ
Ｔ｝Ｔ （３０）

而方程（２５）和（２６）可表示为

　Ｆ１（珔ｑ，珔ｐ）＝∫
η
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０


０
ｐ
























ｎ

＝０

（３１）

　Ｆ２（珔ｑ，珔ｐ）＝∫
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０
Ｎ
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Ｔ（ｑ－Ｈｐ
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珔ｑ０－ｑ０
　０
　
　




















０
（３２）

ｑｍ ＝珔ｑｍ －∫
η

０
Ｎｎ（ｑ－

Ｈ
ｐ
）ｄｔ （３３）

方程（３２）和（３３）共包括（ｍ＋ｎ＋１）ｄ个方程，而未知
变量珔ｑ和珔ｐ的数量也是（ｍ＋ｎ＋１）ｄ，因此可由方程
（３１）和（３２）解出珔ｑ和珔ｐ，然后带入方程（３３）求出ｑｍ．

一般情况方程（３１）和（３２）是非线性代数方程
组，不能直接解析求解，本文采用牛顿（Ｎｅｗｔｏｎ）迭
代法求解，这就需要方程（３１）和（３２）的 Ｊａｃｏｂｉ矩
阵．方程（３１）和（３２）分别对 珔ｑ和 珔ｐ求导即可得到
Ｊａｃｏｂｉ矩阵Ｇ，即

Ｇ＝
Ｇ１１　Ｇ１２
Ｇ２１　Ｇ

[ ]
２２

（３４）

其中

Ｇ１１ ＝
Ｆ１
珔ｑ
＝－∫

η

０
（ＭＴＭ） Ｈ

ｑｑ
ｄｔ （３５）

　Ｇ１２ ＝
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珔ｐ
＝∫

η

０
（（Ｍ

· Ｔ珚Ｎ）Ｉ－（ＭＴ珚Ｎ）

Ｈ
ｑｐ
）ｄｔ－

０ … ０ ０
   

０ … ０ ０
０ …











０ １ （ｍ＋１）×ｎ

Ｉ （３６）

　Ｇ２１ ＝
Ｆ２
珔ｑ
＝∫

η

０
（（Ｎ

－

ＴＭ
· Ｔ）Ｉ－（Ｎ

－

ＴＭ）

Ｈ
ｐｑ
）ｄｔ－

１ … ０ ０
   

０ … ０ ０
０ …











０ ０ ｎ×（ｍ＋１）

Ｉ （３７）

Ｇ２２ ＝
Ｆ２
珔ｐ
＝－∫

η

０
（Ｎ
－

ＴＮ
－
） Ｈ

ｐｐ
ｄｔ （３８）

其中Ｎ，Ｎ
－
，Ｎ
－
如方程（２８）．由于方程（３１）－（３３）

给出的数值算法基于变分原理，并且完全满足正则

变换的条件，因此是自然保辛的数值算法．一般情
况下，方程（３１）－（３３）和方程（３５）－（３８）中的积
分不可能解析积分，必须借助于数值积分，本文采

用Ｇａｕｓｓ积分公式，Ｇａｕｓｓ积分点的个数用ｇ表示．
这种方法可称为ＳＰＰｍｎｇ，Ｓ表示保辛（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ），
第一个 Ｐ表示左端的动量是独立变量，第二个 Ｐ
表示右端的动量为独立变量，ｍ表示位移的近似拉
格朗日多项式的阶次，ｎ表示动量的近似拉格朗日
多项式的阶次，而ｇ表示Ｇａｕｓｓ积分点的个数．

如果ｎ＝ｍ＋１，通过方程（３１）和（３２）很容易得到

　ｐ－ ＝∫
η

０
Ｍ
·Ｔ珚Ｎｄｔ－

０ … ０ ０
   

０ … ０ ０
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Ｉｄ∫
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０
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０
Ｎ
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ＴＭ
·

ｄｔ＋

１ ０ … ０
０ ０ … ０
   

０ ０ …











０ （ｎ－１）













×ｍ

－１



Ｉｄ∫
η

０
Ｎ
－

ＴＨｐ
ｄｔ＋

ｑ０
０
































０

（４０）

方程（３９）和（４０）自然形成不动点迭代格式．不动
点迭代格式不需要非线性代数方程的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，
一般比Ｎｅｗｔｏｎ迭代法效率要高．

４　数值算例

本文数值算例在６４位计算机和６４位操作系
统下完成．

考虑单摆方程，其哈密顿函数为

Ｈ＝１２ｐ
２－ｃｏｓ（ｑ） （４１）

取初始条件为ｑ（０）＝１和ｐ（０）＝１．
对广义位移和动量采用不同阶次拉格朗日多项

式插值，考虑ＳＰＰｍｎｇ方法所需最少Ｇａｕｓｓ积分点个
数．表１给出了需要最少的Ｇａｕｓｓ积分点个数，括号
中的数字表示不能积分的 Ｇａｕｓｓ积分点个数，例如
表１中ｍ＝８和ｎ＝５对应的项为５（６，７），这表示取
５个以及大于或等于８个Ｇａｕｓｓ积分点得到的保辛
算法存在唯一解，而取６或７个Ｇａｕｓｓ积分点得到的
保辛算法，由于在Ｎｅｗｔｏｎ迭代求解过程中，Ｊａｃｏｂｉ矩
阵奇异，因此不能求解．表１表明：对于 ＳＰＰｍｎｇ方
法，如果广义位移的插值多项式阶数为ｍ，而广义动
量的插值多项式阶数为ｎ，则若ｍ≤ｍｉｎ（２ｎ－３，ｎ－
１），本文保辛算法要求Ｇａｕｓｓ积分点个数满足ｇ≥ｎ
－１；若２ｎ－３≥ｍ≥ｎ，则要求Ｇａｕｓｓ积分点个数满足
ｇ＝ｎ－１或ｇ≥ｍ＋１；若ｍ＞２ｎ－３，则要求Ｇａｕｓｓ积
分点个数满足ｇ≥ｍ＋１．

表１　位移和动量采用不同阶次插值所需最少Ｇａｕｓｓ积分点个数

Ｔａｂｌｅ１　ＴｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆＧａｕｓｓｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｒｄｅｒｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｍｏｍｅｎｔｕｍ

ｍ＝ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１
２ １ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１
３ ２ ２ ２（３） ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１
４ ３ ３ ３ ３（４） ３（４，５） ７ ８ ９ １０ １１

ｎ＝ ５ ４ ４ ４ ４ ４（５） ４（５，６） ４（５，６，７） ９ １０ １１
６ ５ ５ ５ ５ ５ ５（６） ５（６，７） ５（６，７，８）５（６，７，８，９） １１
７ ６ ６ ６ ６ ６ ６ ６（７） ６（７，８） ６（７，８，９）６（７，８，９，１０）
８ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７ ７（８） ７（８，９） ７（８，９，１０）
９ ８ ８ ８ ８ ８ ８ ８ ８ ８（９） ８（９，１０）
１０ ９ ９ ９ ９ ９ ９ ９ ９ ９ ９（１０）

　　考虑ＳＰＰｍｎｇ算法的精度．如果算法的精度为ｓ
阶，表明如果时间步长为η，则算法的误差为Ｃηｓ，记
为Ｏ（ηｓ）．因此，如果采用两个不同的时间步长η１和
η２积分，它们积分结果的误差分别为ｅ１和ｅ２，则有

ｅ１＝Ｃη
ｓ
１，　ｅ２＝Ｃη

ｓ
２ （４２）

那么算法的精度的阶数ｓ可通过如下方程计算，即

ｓ＝
ｌｏｇ（ｅ１）－ｌｏｇ（ｅ２）
ｌｏｇ（η１）－ｌｏｇ（η２）

（４３）

本文讨论的是哈密顿系统的积分，由于哈密顿

系统的哈密顿函数是守恒量，因此，可以通过数值

积分得到的哈密顿函数与真实哈密顿函数来计算

算法积分的误差．

对于本算例的单摆问题，在０到１００（ｓ）区间
上积分，分别采用η１＝０．４（ｓ）和 η２＝０．２（ｓ）两个
时间步长，并计算哈密顿函数的相对误差，然后利

用方程（４３）计算算法的精度．表２－７分别给出了
位移采用１至６阶拉格朗日多项式插值，而动量采
用不同阶次拉格朗日多项式插值，以及采用不同

Ｇａｕｓｓ积分点个数时，方法精度的阶数 ｓ．综合表２
－７可以得到如下结论：对于ＳＰＰｍｎｇ方法，如果广
义位移的插值多项式阶数为ｍ，而广义动量的插值
多项式阶数为 ｎ，并且 Ｇａｕｓｓ积分点个数满足表１
的条件，则若ｎ≥ｍ＋２，算法精度为 ｓ＝２ｍ；若 ｎ≤
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ｍ＋１且ｇ≥ｍ＋１，算法精度为 ｓ＝２ｎ；若 ｎ≤ｍ＋１ 且ｇ≤ｍ，算法精度为ｓ＝２（ｎ＋ｇ－ｍ－１）．
表２　ｍ＝１而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝１ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — １．９９９７ — — — — — —

２ ２．００６９ ４．００８４ ２．００７６ — — — — —

３ ２．００６９ ４．０２３３ ２．００８２ ２．００６５ — — — —

４ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００７２ ２．００６５ — — —

５ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００８１ ２．００７１ ２．００６５ — —

６ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００８１ ２．００７５ ２．００６８ ２．００６５ —

７ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００８１ ２．００７５ ２．００７１ ２．００６８ ２．００６５
８ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００８１ ２．００７５ ２．００７１ ２．００７０ ２．００６６
９ ２．００６９ ４．０２３４ ２．００９６ ２．００８１ ２．００７５ ２．００７１ ２．００７０ ２．００６８

表３　ｍ＝２而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝２ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — ４．００８４ — — — — —

３ ２．００６９ ４．０２３９ ６．０２１７ ４．０１１０ — — — —

４ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１０８ ４．０１０４ — — —

５ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１２２ ４．０１１７ ４．０１０４ — —

６ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１２２ ４．０１１９ ４．０１０６ ４．０１０４ —

７ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１２２ ４．０１１９ ４．０１１１ ４．０１１０ ４．０１０４
８ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１２２ ４．０１１９ ４．０１１１ ４．０１１１ ４．０１０５
９ ２．００６９ ４．０２４９ ６．０１８２ ４．０１２２ ４．０１１９ ４．０１１１ ４．０１１１ ４．０１０８

表４　ｍ＝３而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ４　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝３ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — ２．００６９ — — — — —

３ — — — ６．０２１７ — — — —

４ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３７８ ８．０４３４ ６．０４３０ — — —

５ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３９６ ８．０５２３ ６．０３９６ ６．０３８１ — —

６ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３９６ ８．０５２８ ６．０４０４ ６．０３７９ ６．０３８１ —

７ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３９６ ８．０５２８ ６．０４０４ ６．０３８９ ６．０３８７ ６．０３８１
８ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３９６ ８．０５２８ ６．０４０４ ６．０３８９ ６．０３８８ ６．０３８１
９ ２．００６９ ４．０２７８ ６．０３９６ ８．０５２８ ６．０４０４ ６．０３８９ ６．０３８８ ６．０３８５

表５　ｍ＝４而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ５　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝４ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — — — — — — —

３ — — — ４．０２３９ — — — —

４ — — — — ８．０４３４ — — —

５ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ８．０３０１ １０．０４７８ ８．０２８１ — —

６ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９９０２ １０．０３５２ ８．０２６５ ８．０２６４ —

７ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９９０４ １０．０３５５ ８．０２７８ ８．０２７５ ８．０２６４
８ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９９０４ １０．０３５５ ８．０２７８ ８．０２７６ ８．０２６４
９ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９９０４ １０．０３５５ ８．０２７８ ８．０２７６ ８．０２７０
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表６　ｍ＝５而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ６　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝５ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — — — — — — —

３ — — — ２．００６９ — — — —

４ — — — — ６．０３７８ — — —

５ — — — — — １０．０４７８ — —

６ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８０８ １０．１０２０ １２．０８８２ １０．０６７０ —

７ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８１３ １０．１００７ １２．０６７３ １０．０６３８ １０．０６３３
８ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８１３ １０．１００７ １２．０６８２ １０．０６５４ １０．０６４６
９ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８１３ １０．１００７ １２．０６８２ １０．０６５４ １０．０６５０

表７　ｍ＝６而ｎ和ｇ变化时保辛算法的精度

Ｔａｂｌｅ７　Ｔｈｅｏｒｄｅｒｏｆｔｈｅｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｍｅｔｈｏｄｆｏｒｍ＝６ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — — — — — — —

３ — — — — — — — —

４ — — — — ４．０２７８ — — —

５ — — — — — ８．０３０１ — —

６ — — — — — — １２．０８８２ —

７ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８２９ １０．１０５２ １２．０８３７ １４．１３３１ １２．０５９１
８ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８２８ １０．１０５２ １２．０８４２ １４．０８１３ １２．０５６５
９ ２．００６９ ４．０２７９ ６．０３６７ ７．９８２９ １０．１０５２ １２．０８４２ １４．０８２３ １２．０５８０

表８　ｍ＝５而ｎ和ｇ变化时单摆哈密顿函数的相对误差

Ｔａｂｌｅ８　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｒｍ＝５ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎａｎｄｇ

Ｇａｕｓｓ ｎ＝１ ｎ＝２ ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５ ｎ＝６ ｎ＝７ ｎ＝８
１ — — — — — — — —

２ — — — — — — — —

３ — — — ５．７４ｅ－２ — — — —

４ — — — — １．０８ｅ－７ — — —

５ — — — — — ５．６０ｅ－１４ — —

６ ５．７４ｅ－２ ８．８０ｅ－５ １．０８ｅ－７ ２．３１ｅ－１０ ９．６０ｅ－１４ ４．６６ｅ－１７ ９．１６ｅ－１５ —

７ ５．７４ｅ－２ ８．８０ｅ－５ １．０８ｅ－７ ２．３１ｅ－１０ ９．６０ｅ－１４ １．９６ｅ－１７ ９．１３ｅ－１５ ９．１３ｅ－１５
８ ５．７４ｅ－２ ８．８０ｅ－５ １．０８ｅ－７ ２．３１ｅ－１０ ９．６０ｅ－１４ １．９６ｅ－１７ ５．２８ｅ－１５ ５．２７ｅ－１５
９ ５．７４ｅ－２ ８．８０ｅ－５ １．０８ｅ－７ ２．３１ｅ－１０ ９．６０ｅ－１４ １．９６ｅ－１７ ５．２８ｅ－１５ ５．２７ｅ－１５

　　表８具体给出了时间步长为０．１（ｓ）时，ｍ＝５
而ｎ和 ｇ变化时，单摆哈密顿函数的相对误差．表
８表明：对于 ＳＰＰｍｎｇ方法，对于给定 ｍ，最优的组
合为ｎ＝ｍ＋１和 ｇ＝ｍ＋２，而这种组合恰好可导
出方程（３９）和（４０）表示的不动点格式，迭代求解
效率更高．

５　结 论

本文将广义位移和动量同时用拉格朗日多项

式近似，并选择积分区间两端的广义动量为独立变

量，然后基于对偶变量变分原理导出了哈密顿系统

的离散正则变换和对应的数值积分保辛算法．通过
数值算例得到如下结论：

（１）如果广义位移的插值多项式阶数为ｍ，而
广义动量的插值多项式阶数为 ｎ，Ｇａｕｓｓ积分点个
数为ｇ，则若ｍ≤ｍｉｎ（２ｎ－１，ｎ＋１），本文保辛算法
要求Ｇａｕｓｓ积分点个数满足ｇ≥ｎ－１；若２ｎ－３≥ｍ

≥ｎ，则要求Ｇａｕｓｓ积分点个数满足ｇ＝ｎ－１或ｇ≥
ｍ＋１；若ｍ＞２ｎ－３，则要求Ｇａｕｓｓ积分点个数满足
ｇ≥ｍ＋１．

（２）在Ｇａｕｓｓ积分点个数满足结论１的条件
下，若ｎ≥ｍ＋２，算法精度为ｓ＝２ｍ；若ｎ≤ｍ＋１且
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ｇ≥ｍ＋１，算法精度为ｓ＝２ｎ；若ｎ≤ｍ＋１且ｇ≤ｍ，
算法精度为ｓ＝２（ｎ＋ｇ－ｍ－１）．

（３）对于给定ｍ，最优的组合为ｎ＝ｍ＋１和ｇ
＝ｍ＋２，而这种组合恰好可导出不动点格式，迭代
求解效率更高．
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