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带球形底的圆柱容器中液体小幅晃动

的实验研究和有限元分析
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摘要　晃动阻尼比的计算一直是航天器控制系统建模中很难把握的问题，本文进行了带球形底的圆柱容器

中液体小幅晃动模态的固有频率和阻尼的实验研究，并将其与作者提出的有限元计算得到的结果进行了对

比分析．频率的计算值与实验值吻合得很好，按洁净液面情况算得的阻尼值比实验值偏小．如果将液面污染

耗散带来的阻尼乘以一定的因子引入阻尼的计算，则可得到与实验结果接近的阻尼计算值．这种形状容器

在卫星上常用，本文结果对工程具有很好的指导意义．
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引 言

液体晃动问题从上世纪五六十年代开始被航

空航天工程师们广泛关注，国内外的学者和工程师

作了大量的分析与实验，形成了以文献［１］为代表
的一批文献资料［９，１０］．这些研究为航天工程中液体
的晃动问题提供了基本的解决方案．但随着充液航
天器的不断发展，航天器携带的燃料越来越多，对

液体晃动控制的技术要求不断提高，因此有必要对

液体的晃动问题进行更为细致地分析．以充液卫星
姿态控制为例，计算晃动频率是为了在设计中设法

避免液体晃动、姿态运动和弹性附件振动的共振，

而等效阻尼与章动发散时间直接相关．在卫星入轨
后，姿态控制系统必须在一定时间内及时开启，防

止卫星章动发散失稳．晃动频率和阻尼是工程上最
为关心的两个参数，其中各种贮箱晃动频率的计算

能够做到接近实际情况，但阻尼比一直是一个难以

把握的参数，很难得到准确的计算值．针对计算阻
尼比时应该考虑那些因素，学者们也提出过很多建

议［２，３，４］，但一直没有好的解析方法．“十五”期间，
结合我国某型号航天器的控制系统建模，在文献

［５］中作者提出了一种有限元方法，很好的解决了
该航天器的阻尼计算问题．此外，液体晃动与柔性
附件的耦合运动［６］和晃动本身的非线性特性［７］也

是受到广泛关注的课题．本文以其一般性和正确性
的实验验证为出发点，对航天器中经常采用的带球

形底的圆柱形容器中液体的小幅晃动的固有频率

和阻尼进行了实验研究和有限元分析．通过进行多
种情况下的多种充液比的实验数据与有限元计算

结果的对比验证了有限元分析方法的有效性，证明

了为该方法的普遍适用性，为工程实际中的应用提

供了有力的依据．

１　液体小幅晃动理论及有限元计算

一般来说刚性容器中的液体在小幅自由晃动

的情况下，液体的粘性仅对壁面附近的一薄层内的

流动产生强烈的影响，称这一层为 Ｓｔｏｋｅｓ边界层．
在这一层之外液体的流动可近似的看作无粘的理

想流．因此按照文献［２］的处理方法，将流动分成
两部分来描述，一部分是内部的理想流区域，另一

部分是固壁上的Ｓｔｏｋｅｓ边界层．
１．１　理想流理论

设容器中液体占据的区域为 Ω，固壁边界为
Ｓｗ，自由液面为Ｓｆ，边界处的外法线方向为 ｎ，ｈ为
自由液面波高．由于一般情况下Ｓｔｏｋｅｓ边界层的厚
度很小，因此可近似的用固壁边界代替理想流区域

的边界．设容器内液体速度为Ｖ，速度势为φ，则有
Ｖ＝Φ （１）

在域Ω内液体流动的控制方程是Ｌａｐｌａｃｅ方程

ΔΦ＝０　（ｉｎΩ） （２）
固壁处的边界条件为不可渗透边界条件
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Φ
ｎ
＝０　（ｏｎＳｗ） （３）

自由液面处线性化的动力学边界条件为

Φ
ｔ
＝－ｇｈ　（ｏｎＳｆ） （４）

此外在小幅晃动的情况下，自由液面处有近似的几

何学关系

Φ
ｎ
＝ｈ
ｔ
（ｏｎＳｗ）（ｏｎＳｆ） （５）

对于自由晃动的情况，将速度势写成时空分离的形式

Φ＝ｅｉωｔ （６）

则控制方程（２）和边界条件（３）（４）（５）可写成

Δ＝０　（ｉｎΩ） （７）
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Ｒｅ（ｉωｅｉωｔ）＝ｇｈ　（ｏｎＳｆ） （９）

Ｒｅ（ｅｉωｔ
ｎ
）＝ｈ
ｔ
　（ｏｎＳｆ） （１０）

由（９）（１０）消去ｈ得


ｎ
＝ω

２

ｇ　（ｏｎＳｆ） （１１）

以上便是刚性容器内液体小幅自由晃动的理

想流区域的方程和边界条件，它是一个关于 Ｌａ
ｐｌａｃｅ方程的边值问题，通过它可以近似地求得晃
动的频率和短时间内液体流动的情况．但它没有描
述阻尼，不能表征振幅减小的现象．
１．２　Ｓｔｏｋｅｓ边界层

由于Ｓｔｏｋｅｓ边界层在一般的情况下非常薄，因

此考虑壁面某一点附近边界层内的流动时可将该点

处的壁面看作无限大平板，在边界层内液体的速度

可近似处理成与壁面平行，流动由下面的方程决定

Ｖ
ｔ
＝ｖ

２Ｖ
ｚ２

（１２）

其中Ｖ的意义与前面相同，ｚ为壁面法向坐标，ｖ为
液体的运动粘性系数．在固壁处的边界条件为粘附
边界条件

Ｖ＝０　（ｚ＝０） （１３）
在边界层外缘流体的速度可近似处理成等于理想

流区域壁面处的速度，即

Ｖ＝Ｖ０　（ｚ→∞） （１４）

在自由晃动的情形下，Ｖ０可写成Ｖ０＝Ｕｅ
ｉωｔ的时空分

离的形式．解方程得到边界层内的液体流动速度为
Ｖ＝Ｕｅｉωｔ｛１－ｅｘｐ［－（ｉω／ｖ）１／２ｚ］｝ （１５）

１．３　液体晃动线性阻尼
液体晃动过程中的能量耗散因素比较复杂，文

献［１］指出在不考虑接触线滞后效应和液面污染
的情况下液体晃动的阻尼主要来自两个部分，一部

分是壁面Ｓｔｏｋｅｓ边界层内的粘性能量耗散带来的
阻尼，另一部分是理想流区域对应的那部分流动带

来的粘性耗散阻尼．而对于液面受到严重污染的情
况，文献［２］采用的处理方法是将液面看作覆盖了
一层不可伸展的膜，因此同样用 Ｓｔｏｋｅｓ边界层理
论来计算液面污染带来的阻尼．
１．３．１　Ｓｔｏｋｅｓ边界层能量耗散

对于液面没有受到污染的情况仅在壁面上有

Ｓｔｏｋｅ边界层，在一个晃动周期内的平均能量耗散率为

Ｄ１ ＝
１
２ρ（

１
２ｖω）

１／２
Ｓｗ

｜Ｕ｜２ｄＳ （１６）

对于液面受到严重污染的情况则还要加上自由液

面处的Ｓｔｏｋｅｓ边界层能量耗散

Ｄ１ ＝
１
２ρ（

１
２ｖω）

１／２
Ｓｗ＋Ｓｆ

｜Ｕ｜２ｄＳ （１７）

１．３．２　内部流体能量耗散
对于流体的粘性耗散有如下的耗散函数

Ｆ＝μ２∫ΩＨ（Ｖ）ｄΩ （１８）

其中μ为动力粘性系数，Ｖ为流体速度
Ｖ＝［Ｖｘ　Ｖｙ　Ｖｚ］

Ｔ

Ｈ（Ｖ）＝２（
２Ｖｘ
ｘ
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）２＋２（
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ｙ
－
２Ｖｙ
ｚ
）２＋（

２Ｖｘ
ｚ
－
２Ｖｚ
ｘ
）２＋

　（
２Ｖｙ
ｘ
－
２Ｖｘ
ｙ
）２

理想流体是不存在耗散的，但作为一阶近似计算可

以对理想流写出耗散函数，对于理想流有 Ｖ＝

Φ，因此（１８）式可写成

Ｆ＝μ２∫ΩＲ（Φ）ｄΩ （１９）

其中

Ｒ（Φ）＝２（
２Φ
ｘ２
）２＋２（

２Φ
ｙ２
）２＋２（

２Φ
ｚ２
）２＋

　４（
２Φ
ｘｙ

）２＋４（
２Φ
ｙｚ

）２＋４（
２Φ
ｚｘ

）２

进而可得到一个周期内液体内部的平均能量耗散

率为

７６
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０
μ∫ΩＲ（）ｄΩｃｏｓ２ωｔｄｔ＝

１
２μ∫ΩＲ（）ｄΩ （２０）

１．３．３　阻尼比
在一个周期内晃动的平均总机械能为

Ｅ＝ρ２∫
Ω

｜｜２ｄΩ （２１）

于是得到阻尼比为

γ＝
Ｄ１＋Ｄ２
２ωＥ

（２２）

１．４　有限元分析
文献［５］建立了刚性容器中液体小幅晃动的

有限元计算方法，本文将采用该方法来计算带球底

的圆柱形容器中液体小幅晃动的固有频率和阻尼．
这里对该有限元方法作一个简单的介绍，要进行有

限元分析首先要建立变分原理，方程（７）和边界条
件（８）、（１１）的变分形式的提法为

δΠ＝０ （２３）
其中

Π ＝∫
Ω

·ｄΩ－∫
Ｓｆ

ω２
ｇ

２ｄＳ （２４）

对上面的变分原理进行有限远离散之后可得到特

征值问题

（Ｋ－ω
２

ｇＢ）
０＝０ （２５）

求解该问题可得到液体小幅晃动的频率和模态，将

其代如带入式（１６）、（１７）、（２０）、（２１）、（２２）可进
一步得到模态阻尼比．

２　实验装置和过程

我们测量了带球底的圆柱形容器中不同液深

情况下液体第一阶晃动模态的固有频率和阻尼比．
整个实验装置由有机玻璃容器、振动试验机和激光

位移传感器组成，如图１所示．柱段和球底的半径
为α＝７．０±０．１ｃｍ．实验中液深分别取了 ｈ＝１．４
±０．０５ｃｍ，２．８±０．０５ｃｍ，４．２±０．０５ｃｍ，５．６±０．
０５ｃｍ，７．０±０．０５ｃｍ，８．４±０．０５ｃｍ，９．８±０．０５ｃｍ，
１１．２±０．０５ｃｍ，１２．６±０．０５ｃｍ，１４．０±０．０５ｃｍ的
１０种情况．实验采用的液体为水，为了方便激光位
移传感器的测量，其中加入了微量的白色染料．实
验中采用的振动装置为 ＬＤＴＦ型调频调幅振动试
验机，它能提供水平方向的振动激励，其频率范围

为１４００Ｈｚ，频率精度为０．１Ｈｚ．

图１ａ　实验装置

Ｆｉｇ．１ａ　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｄｅｖｉｃｅ

其中有机玻璃容器如图１ｂ所示：

图１ｂ　实验储箱示意图

Ｆｉｇ．１ｂ　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｔａｎｋ

实验中采用的测量装置是ＩＬＤ１４０１２０ＣＣＤ激光
位移传感器，其线性量程为２０ｍｍ，精度为０．０４ｍｍ．．
传感器用来测量液面上某一点的高度随时间的变化

情况，测得的数据信号通过ＰＣ１４０１３／Ｉ／ＲＳ２３２供电及
信号输出电缆与电脑相连接，通过传感器配套的软件

可在电脑上直接得到数字形式的测量数据．

图２　自由晃动时液面上一点高度的时间历程

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｗａｖｅｈｅｉｇｈｔａｔａｐｏｉｎｔｏｎ

ｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｄｕｒｉｎｇｓｌｏｓｈｉｎｇ

进行实验时我们首先通过振动试验机激起容器

内液体的第一阶侧向晃动，然后停止激励让晃动自由

８６
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衰减，同时通过激光位移传感器记录液面上一点高度

随时间的变化历程．上图是测得的晃动自由衰减过程
中液面高度的一个时间序列，通过对该时间序列进行

数据的处理便可得到晃动的固有频率和阻尼比．

３　结果分析

下面我们将对实验结果与有限元计算的结果

进行比较以及分析．在有限元计算中水的运动学粘
性系数取，密度取．单元为１０结点四面体单元，计
算的规模为４０００个单元左右．表１给出了不同液
深情况下一阶晃动频率的实验值和计算值．从表中
可以看到计算和试验值吻合得较好，但大多数液深

情况下实验值比计算值要偏大一点．造成这一误差
的一个可能原因是有限元计算中没有考虑表面张

力的作用，由于表面张力也是晃动过程中的恢复

力，因此不考虑它的话会使固有频率降低．需要指
出的是ｈ／ａ取０．２时计算值反而比实验只要大，这

表１　第一阶晃动固有频率的实验值和计算值

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖａｌｕｅｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆ

ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｈ／ａ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖａｌｕｅｓ（Ｈｚ） Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓ（Ｈｚ）

０．２ １．９０ １．９５
０．２ １．９０ １．９５
０．４ ２．０８ ２．０３
０．６ ２．１５ ２．１２
０．８ ２．３０ ２．２２
１．０ ２．４１ ２．３５
１．２ ２．５４ ２．４６
１．４ ２．５５ ２．５０
１．６ ２．６３ ２．５３
１．８ ２．６２ ２．５４
２．０ ２．６４ ２．５５

可能是由于该情况下液面很浅，有限元计算采用的

理想流模型近似程度不高照成的．表２给出了不同
液深情况下一阶晃动阻尼比的实验值和计算值．其
中计算值一栏中洁净液面下的数据是指不考虑液

面污染和接触线滞后算得的阻尼比．液面污染下的
数据是指将液面看作不可伸展的膜，通过Ｓｔｏｋｅｓ边
界层理论算得的液面处的耗散对应的阻尼比．最后
一列的因子是通过将实验值减去洁净液面的值后

再除以液面污染的值得到的．从表２中的数据可以
看到实验值普遍比洁净液面的值要大很多．这说明
在本实验的情况下，液面污染的耗散和接触线处的

耗散引起的阻尼是很大的．接触线处的耗散本文不
做讨论，而对于液面处的耗散，文献［８］指出它的
最大取值可以达到将液面看作不可伸展的膜的情

况下计算值的２倍，也就是说因子的取值应该在０
２之间，表２中的满足这一取值范围．如我们将表２
中的值取平均，得到平均值，然后将的值与实验值

进行对比，如图３所示．从图３可以看到这样的到
的计算值与实验值较为吻合．

表２　第一阶晃动阻尼比的实验值和计算值

Ｔａｂｌｅ２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖａｌｕｅｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆ

ｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅｄａｍｐｉｎｇｒａｔｅ

ｈ／ａ
Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｖａｌｕｅｓγｍ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓ
Ｃｌｅａｎｓｕｒｆａｃｅγ１Ｃｏｎｔａｍｉｎａｔｅｄｓｕｒｆａｃｅγ２

α＝
γｍ－γ１
γ２

０．２ ０．０４１ ０．０１４３ ０．０１４３ １．９
０．４ ０．０１４ ０．００６９９ ０．００７０３ １．０
０．６ ０．００８６ ０．００４５５ ０．００４６４ ０．８７
０．８ ０．００６１ ０．００３３５ ０．００３４９ ０．７９
１．０ ０．００４３ ０．００２６３ ０．００２８６ ０．５８
１．２ ０．００５１ ０．００２３９ ０．００２５６ １．１
１．４ ０．００５１ ０．００２３４ ０．００２４４ １．１
１．６ ０．００４２ ０．００２３６ ０．００２３７ ０．７８
１．８ ０．００５４ ０．００２３８ ０．００２３５ １．３
２．０ ０．００４６ ０．００２３８ ０．００２３４ ０．９５

图３　的值与实验值对比图

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖａｌｕｅｓｏｆａｎｄｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ

４　结论

本文测量了航天工程中常用的带球形底的圆

柱容器中液体小幅晃动第一阶固有频率和阻尼比，

并将其与有限元计算的到的结果进行了对比分析．
频率的计算值与实验值吻合得很好，而阻尼比的实

验值要比液面洁净情况的计算值大很多．如果进一
步考虑液面污染带来的耗散的话，计算值可以较好

的逼近实验值．但由于液面污染的物理机制比较复
杂，目前还不能事先对液面污染的大小进行精确的

估计．在进一步的研究中有必要进行更为精确的实
验，对表面张力、液面污染以及接触线滞后等因素

９６
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