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摘要　基于弹性、粘弹性和压电材料的本构关系，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，推导了主动约束层阻尼梁的有限元动

力学模型．结合压电材料的机电耦合特性，采用自感电压的位移反馈，研究了主动约束层阻尼梁的闭环控制

特性．求解了主动约束层阻尼简支梁的动态特性如固有频率、模态损耗因子及频率响应特性等．对被动控

制、主动控制和主被动混合控制的控制效果进行了分析比较．研究了粘弹性层与约束层厚度等参数对减振

控制效果的影响．

关键词　主动约束层，　粘弹性，　有限元，　压电

引 言

主动约束层阻尼（ＡＣＬＤ）技术是一种具有典
型智能结构特征的主／被动一体化振动控制技术．
这种主／被动一体化振动控制方法集被动控制安
全、可靠和主动控制能适应环境变化，控制效率高

的优点于一体，可使系统在较宽频带上获得很好的

阻尼特性，具有优越的减振、降噪控制效果．
１９９３年，Ｂａｚ和 Ｒｏ提出了主动约束层阻尼

（ＡＣＬＤ）的概念［１］．１９９４年，Ｓｈｅｎ推导了悬臂梁ＡＣＬＤ
结构的八阶微分方程，用复模量表示粘弹性材料的本

构关系，分析了主动约束层阻尼方法的阻尼效果［２］．
Ｉｎｍａｎ等用解析法研究了主动约束层阻尼悬臂梁的振
动响应，比较了主动控制（ＡＣ）、被动控制（ＰＣＬＤ）和
ＡＣＬＤ的振动控制效果和能量消耗［３］．Ｖａｓｕｎｄａｒａ等建
立了ＡＣＬＤ悬臂板的有限元模型，研究了结构参数与
控制增益对频率响应特性的影响［４］．石银明等［５］建立

了主动约束层阻尼梁的动力学模型，采用ＧＨＭ模型
描述粘弹性材料的特性，通过模型降阶，直接求解了

模态频率、模态阻尼及结构响应．
基于弹性、粘弹性和压电材料的本构关系，建

立了ＡＣＬＤ梁的有限元动力学模型，研究了 ＡＣＬＤ
梁的动态特性，分析了结构、材料等参数对减振控

制效果的影响．

１　压电材料及其本构关系

压电材料具有机电耦合效应．当压电材料受到压力
作用时，会在它的两端面间出现电压，这是压电效

应；反之当它的两端面间出现电压时，会产生纵向

的剪切变形，这是逆压电效应．正压电效应反映了
压电材料具有将机械能转化为电能的能力，逆压电

效应反映了压电材料具有将电能转化为机械能的

能力．
压电材料机电耦合本构关系为：

ελ＝ｓ
Ｅ
λｕσｕ＋ｄｊλＥｊ　（λ，ｕ＝１，２，３，４，５，６）

Ｄｉ＝ｄｉｕσｕ＋εσｉｊＥｊ　（ｉ，ｊ＝１，２，３{ ）
（１）

式中：ελ是应变张量，σｕ是应力张量，ｄｊλ是压电应

变常数，ｓＥλｕ是电场强度 Ｅ为零（或常数）时的弹性

柔顺系数，Ｅｊ为电场强度，Ｄｉ为电位移，εσｉｊ是应力
为零时的介电常数．

一维情况下，压电材料的本构关系根据不同的

自变量可简化为四类不同的压电方程组，其中最为

常用的有以下两类：

ε＝ＳＥ１１σ＋ｄ３１Ｅ

Ｄ＝ｄ３１σ＋εσ３３{ Ｅ
（２）

或者

σ＝ＣＤ１１ε－ｈ３１Ｄ

Ｅ＝ｈ３１ε＋β
ｓ
３３

{ Ｄ
（３）

其中ＣＤ１１是电位移为零（或常数）时弹性刚度常数，

称为开路弹性刚度常数．βｓ３３是应变为零（或常数）

时的介质隔离率，ｈ３１是压电劲度常数．
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压电材料常数之间存在下列关系：

ＣＥ１１＝Ｃ
Ｄ
１１－
ｈ２３１
βｓ３３
　ｄ３１Ｃ

Ｅ
１１＝
ｈ３１
βｓ３３

（４）

其中ＣＥ１１表示电场强度 Ｅ为零（或常数）时压电材
料的弹性刚度常数．

２　有限元模型的建立

建立有限元模型以前，先做如下假设：（１）不
计转动惯量，不计压电约束层和基梁的剪切变形；

（２）同一截面任一点的横向位移相同；（３）粘弹性
材料（ＶＥＭ）的杨氏模量与压电约束层及基梁相比
可忽略不计，粘弹性层只有剪切变形；（４）各层均
满足线性理论；（５）各层之间理想连续，无相对滑
移；（６）压电层上所加电压均布；（７）各层密度及
厚度均匀．

主动约束层阻尼梁及单元如图１所示．主动约
束层阻尼梁单元的节点位移向量为：

图１　主动约束层阻尼梁及单元

Ｆｉｇ．１　Ａｃｔｉｖｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒｄａｍｐｉｎｇｂｅａｍａｎｄｅｌｅｍｅｎｔ

｛Ｕ（ｅ）｝＝｛ｗ（ｅ）ｉ θ
（ｅ）
ｉ ｕ

（ｅ）
ｃｉ ｕ

（ｅ）
ｂｉ ｗ

（ｅ）
ｊ θ

（ｅ）
ｊ ｕ

（ｅ）
ｃｊ ｕ

（ｅ）
ｂｊ｝

（５）
其中，基梁纵向位移为 ｕｂ、约束层的纵向位移为
ｕｃ、梁的挠度为ｗ和转角为θ．

位移模式可写为：

ｗ＝ａ１＋ａ２ξ＋ａ３ξ
２＋ａ４ξ

３θ＝ａ２＋２ａ３ξ＋３ａ４ξ
２

ｕｃ＝ｂ１＋ｂ２ξ　ｕｂ＝ｃ１＋ｃ２ξ （６）
其中ξ＝ｘ／Ｌｅ是无量纲坐标，Ｌｅ为单元长度．

单元位移向量与节点位移向量的关系为：

ｗ＝［Ｎｗ］｛Ｕ
（ｅ）｝，ｕｃ＝［Ｎｕｃ］｛Ｕ

（ｅ）｝，

ｕｂ＝［Ｎｕｂ］｛Ｕ
（ｅ）｝

位移形函数：

［Ｎｕｃ］＝［００１－ξ０００ ξ０］ （７）
［Ｎｕｂ］＝［０００１－ξ０００ ξ］ （８）

［Ｎｗ］＝［１３ξ
２＋２ξ３ （ξ２ξ２＋ξ３）Ｌｅ ００

　 ３ξ２－２ξ３ （－ξ２＋ξ３）Ｌｅ ００］ （９）
粘弹性材料的剪切变形为：

γ＝１ｈｖ
ｄｗ
ｘ
＋（ｕｃ－ｕｂ[ ]） （１０）

其中ｄ＝ｈｖ＋
ｈｃ＋ｈｂ
２

用节点位移表示为：

γ＝［Ｎγν］｛Ｕ
（ｅ）｝ （１１）

其中：

　［Ｎγν］＝
１
ｈν
［６ｄＬｅ
ξ＋６ｄＬｅ

ξ２ ｄ（１４ξ＋３ξ２）１ξξ１

６ｄ
Ｌｅ
ξ－６ｄＬｅ

ξ２ ｄ（－２ξ＋３ξ２）ξ －ξ］ （１２）

粘弹性层的位移：

ｕν＝［Ｎｕν］｛Ｕ
（ｅ）｝ （１３）

其中：

［Ｎｕν］＝
１
２（［Ｎｕｃ］＋［Ｎｕｂ］）＋

ｈｃ＋ｈｂ
４ ［Ｎｗ］

′

（１４）
由能量法推导各层的质量矩阵：

［Ｍ（ｅ）ｂ ］＝ρｂｈｂｂＬｅ（∫
１

０
［Ｎｕｂ］

Ｔ［Ｎｕｂ］ｄξ＋

　∫
１

０
［Ｎｗ］

Ｔ［Ｎｗ］ｄξ） （１５）

［Ｍ（ｅ）ν ］＝ρνｈνｂＬｅ（∫
１

０
［Ｎｕν］

Ｔ［Ｎｕν］ｄξ＋

　∫
１

０
［Ｎｗ］

Ｔ［Ｎｗ］ｄξ） （１６）

［Ｍ（ｅ）ｃ ］＝ρｃｈｃｂＬｅ（∫
１

０
［Ｎｕｃ］

Ｔ［Ｎｕｃ］ｄξ＋

　∫
１

０
［Ｎｗ］

Ｔ［Ｎｗ］ｄξ） （１７）

ＡＣＬＤ梁单元的质量矩阵为
［Ｍ（ｅ）］＝［Ｍ（ｅ）ｂ ］＋［Ｍ

（ｅ）
ν ］＋［Ｍ

（ｅ）
ｃ ］ （１８）

由能量法推导各层的刚度矩阵

［Ｋ（ｅ）ｂ ］＝ＥｂｂｈｂＬｅ∫
１

０
［Ｎｕｂ］

Ｔ
，ｘ［Ｎｕｂ］，ｘｄξ＋

　ＥｂＩｂＬｅ∫
１

０
［Ｎｗ］

Ｔ
，ｘｘ［Ｎｗ］ｘｘｄξ） （１９）

［Ｋ（ｅ）γν］＝ＧｂｈνＬｅ∫
１

０
［Ｎγν］

Ｔ［Ｎγν］ｄξ （２０）

［Ｋ（ｅ）ｃ ］＝Ｃ
Ｅ
１１ｂｈｃＬｅ∫

１

０
［Ｎｕｃ］

Ｔ
，ｘ［Ｎｕｃ］，ｘｄξ＋

　ＣＤ１１ＩｃＬｅ∫
１

０
［Ｎｗ］

Ｔ
，ｘｘ［Ｎｗ］ｘｘｄξ） （２１）

当压电材料为被动约束层阻尼时，则有

２６
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ＣＥ１１＝Ｃ
Ｄ
１１＝Ｅｃ （２２）

其中Ｅｃ为约束层的杨氏模量．
ＡＣＬＤ梁单元的刚度矩阵为

［Ｋ（ｅ）］＝［Ｋ（ｅ）ｂ ］＋［Ｋ
（ｅ）
ｃ ］＋［Ｋ

（ｅ）
γν］ （２３）

压电力所做的虚功：

δＷｃ＝∫
Ｌｅ

０
ｂＶ（ｔ）δＤｄｘ＝∫

Ｌｅ

０
ｂＶ（ｔ）

ｈ３１
βｓ３３
δ（
ｕｃ
ｘ
）ｄｘ＝

　｛δＵ（ｅ）｝｛ｆ（ｅ）｝ （２４）
广义力为：

｛ｆ（ｅ）｝＝
ｈ３１ｂＶ（ｔ）Ｌｅ
βｓ３３

｛００ －１０００１｝Ｔ

（２５）
压电材料的感应电压可描述为［６］：

Ｖｓ（ｔ）＝Ｃｓ∑
ｉ

ｅｌｅｍｅｎｔ
｛∫
１

０
（［Ｎｕｃ］，ｘ－

　ｈ［Ｎｗ］，ｘｘ）ｄξ｝｛Ｕ
（ｅ）｝ （２６）

这里，Ｃｓ＝－ｋ
２
３１／（ｇ３１Ｃ） （２７）

其中：ｋ３１为机电耦合常数，ｇ３１是压电电压常数，Ｃ
是传感层电容．

Ｃ＝８．８５４（１０－１２）Ａε３３／ｈｃ （２８）
其中Ａ是面积，ε３３是应变为零时的介电常数．
采用位移反馈：

Ｖ（ｔ）＝ＫｐＶｓ（ｔ） （２９）
因此，主动约束层阻尼梁单元的动力学方程为

［Ｍ（ｅ）］｛δ（̈ｅ）｝＋［Ｋ（ｅ）］｛δ（ｅ）｝＝｛ｆ（ｅ）｝ （３０）
组集总体刚度矩阵：

［Ｍ］｛δ（̈ｅ）｝＋［Ｋ］｛δ（ｅ）｝＝｛ｆ（ｅ）｝＋｛ｆＰ｝（３１）

３　模型验证

３．１　基梁
如图２所示为一简支梁，几何和物理参数为：Ｌ

＝０．３ｍ，ｂ＝０．０３ｍ，ｈｂ＝４．０ｍｍ，ρｂ＝２．７１×１０
３ｋｇ／

ｍ２，Ｅｂ＝７０Ｇｐａ．

图２　简支梁

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ

由解析法求解简支梁的固有频率：

ωｎ＝（ｎ
２π２／Ｌ２）Ｙ３Ｉ３／（ρ３Ａ３槡 ） （３２）

首先计算基梁的固有频率，并与解析解和ＡＮ

ＳＹＳ软件的计算结果进行比较．表１是基梁的固有
频率．

可以看出：本文计算结果与解析法和 ＡＮＳＹＳ
求得结果相近，误差较小，表明本文建立的有限元

模型是正确的．
表１　基梁的固有频率

Ｔａｂｌｅ１　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒｔｈｅｂａｓｅｂｅａｍ
Ｍｏｄｅ１
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｍｏｄｅ２
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｍｏｄｅ３
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｍｏｄｅ４
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｍｅｔｈｏｄ

６４４．０ ２５７４．０ ５７９２．０ １０２９７．０

ＡＮＳＹＳ ６４３．５ ２５７３．５ ５７８８．９ １０２８８．７
Ｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍ
ｔｈｉｓｐａｐｅｒ

６４３．６ ２５７４．５ ５７９５．２ １０３１４．０

３．２　主动约束层阻尼梁
如图１所示为主动约束层简支梁，几何和物理参

数为：Ｌ＝０．３ｍ，ｂ＝０．０３ｍ，ｈｂ＝４．０ｍｍ，ｈｃ＝０．５ｍｍ，

ｈｖ＝１．０ｍｍ，ρｂ＝２．７１×１０
３ｋｇ／ｍ２，ρν＝１．０×１０

３ｋｇ／ｍ２，

ρｃ＝７．５×１０
３ｋｇ／ｍ２，Ｅｂ＝７０Ｇｐａ，Ｅｃ＝４９Ｇｐａ，压电材料

采用ＰＺＴ５Ｈ，ＣＥ１１＝６．０×１０
１０Ｎ／ｍ２，ＣＤ１１＝７．１×１０

１０Ｎ／

ｍ２，ｈ３１＝－６．５×１０
８Ｖ／ｍ，βｓ３３＝３．９１×１０

７Ｖ２／Ｎ，粘弹性
层材料采用复模量模型来描述：

Ｇｓ ＝０．８９６×１０
６（１＋０．５ｉ）Ｐａ．

图３　部分覆盖主动约束层阻尼简支梁

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｓｉｍｐｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍｐａｒｔｉａｌｌｙｃｏｖｅｒｅｄＡＣＬＤ

基梁表面全部覆盖约束层阻尼时，图１中的Ｌ１
和Ｌ２都为零．部分覆盖约束层阻尼时，Ｌ１＝０．１ｍ，
Ｌ２＝０．１ｍ．全覆盖被动约束层阻尼梁（ＰＣＬＤ，约束
层采用压电材料，但不考虑压电作用）、全覆盖主动

约束层阻尼梁（ＡＣＬＤ，开环状态）、部分覆盖主动
约束层阻尼梁（Ｐ＿ＡＣＬＤ，开环状态）的固有频率和
损耗因子见表２所示．

比较ＡＣＬＤ（开环）和 ＰＣＬＤ可以看出，压电效
应使固有频率和损耗因子略有增加，尽管这种增加

并不显著．对比本文与文献［６］的计算结果，吻合
情况良好，表明本文建立的计算模型是正确、有效

的，能进一步用于ＡＣＬＤ梁的动态特性分析．

３６
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表２　固有频率和损耗因子

Ｔａｂｌｅ２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｌｏｓｓｆａｃｔｏｒｓ

Ｍｏｄｅ１ Ｍｏｄｅ２ Ｍｏｄｅ３ Ｍｏｄｅ４
Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｌｏｓｓ
ｆａｃｔｏｒ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｌｏｓｓ
ｆａｃｔｏｒ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｌｏｓｓ
ｆａｃｔｏｒ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
（ｒａｄ／ｓ）

Ｌｏｓｓ
ｆａｃｔｏｒ

Ｂａｓｅｂｅａｍ ６４４．０ ０ ２５７４．０ ０ ５７９２．０ ０ １０２９７ ０

ＰＣＬＤ
Ｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍ
ｔｈｉｓｐａｐｅｒ

５８２．８ ０．０５２１ ２２０５．５ ０．０２３１ ４８９５．３ ０．０１１６ ８６６６．５ ０．００６８

ＲｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍＧａｏｅｔａｌ［７］ ５８６．４ ０．０６１２ ２２０６．４ ０．０２４２ ４８９３．４ ０．０１１９ ８６５３．２ ０．００６９
ＡＣＬＤ
Ｏｐｅｎｌｏｏｐ

Ｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍ
ｔｈｉｓｐａｐｅｒ

５８４．９ ０．０５７１ ２２０６．８ ０．０２３７ ４８９７．１ ０．０１１８ ８６６９．３ ０．００６９

ＲｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍＧａｏｅｔａｌ［７］ ５８７．１ ０．０６３３ ２２０６．６ ０．０２４５ ４８９３．５ ０．０１１９ ８６５３．２ ０．００６９
Ｐ＿ＡＣＬＤＯｐｅｎｌｏｏｐ ５７５．８ ０．００６１ ２４７０．３ ０．０００５ ５４９５．５ ０．００３９ ９５４８．６ ０．００１３

４　动态特性分析

４．１　开环特性
采用上述的 ＡＣＬＤ梁有限元动力学模型，研

究、分析主动约束层阻尼梁的动态特性．激励与响
应点均取梁的中点．

图４为前４阶的幅频特性．可以看出，与基梁相
比，纯主动（ＡＣ，无粘弹性层，且压电层开环）和主动约
束层阻尼（ＡＣＬＤ，开环）的固有频率向低频移动，这主
要是由于附加质量的作用．此外，由于粘弹性层的剪
切变形导致振动能量耗散作用增强，因此，主动约束

层阻尼（ＡＣＬＤ，开环）的前４阶共振幅值显著下降．

图４　频率响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅ

图５　不同粘弹性层厚度的幅频特性

Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｂｅａｍｃｏｖｅｒｅｄ

ｗｉｔｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｌａｙｅｒ

图５为粘弹性层厚度对一阶振幅的影响．可以
看出，减小粘弹性厚度使一阶振幅增大，即阻尼耗

散作用减小，振动抑制效果明显减弱

图６为ＰＺＴ约束层厚度对一阶振幅的影响．可
以看出，当ＰＺＴ约束层厚度增加时，一阶振幅明显减
弱，这显示了约束层在抑制粘弹性材料剪切变形方

面所发挥的重要作用．合适的约束层厚度既取决于
附加质量，又影响到约束层阻尼梁的减振抑制效果．

图６　不同约束层厚度的幅频特性

Ｆｉｇ．６　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｂｅａｍ

ｃｏｖｅｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｌａｙｅｒ

４．２　闭环特性

图７　ＡＣＬＤ梁的幅频特性

Ｆｉｇ．７　ＡｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆＡＣＬＤｂｅａｍ

对ＡＣＬＤ梁采用闭环反馈控制．通常的反馈方
式有位移反馈和速度反馈，压电层的自感电压见式

４６
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（２６），做动器电压按照式（２９）进行取值，即为位移
反馈，其中Ｋｐ称为位移反馈增益系数．

图７是不同反馈增益ＡＣＬＤ梁的幅频特性，可
以看出，ＡＣＬＤ梁的闭环控制能有效抑制各模态频
率的共振幅值，且随着反馈增益的增大，振动控制

作用明显增强，但消耗的能量也相应增加．

５　结论

采用能量法，结合 Ｈａｍｉｌｔｏｎ的原理，建立了主
动约束层阻尼梁的有限元模型，对模型进行了验

证，在此基础上，研究和分析了主动约束层阻尼梁

的开、闭环动态特性．研究表明：
１）计算结果与相关文献算例、ＡＮＳＹＳ计算结果

吻合良好，证明本文建立的有限元模型是正确的．
２）采用压电层自感应电压的位移反馈闭环控

制，能加强粘弹性层的能量耗散作用，有效抑制各

模态频率的共振幅值，不同的反馈增益系数，使振

动控制的效果有所不同．
３）阻尼层厚度、约束层厚度、反馈增益系数等

均是影响ＡＣＬＤ梁振动控制效果的重要因素，如何
建立拓扑优化模型，计算 ＡＣＬＤ的空间拓扑分布，
使ＡＣＬＤ结构在质量、频率约束条件下，获得最佳
的动力学响应特性成为本文下一步的研究工作．
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