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结构振动的时滞输出反馈控制器设计
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摘要　研究结构振动的时滞输出反馈控制，通过部分可测输出量实现整个系统的主动振动控制．首先将系

统的运动微分方程改写成状态空间模型，其控制输入中存在时滞．再利用一个线性项加积分项的变换将原

时滞输入系统转化成无时滞的形式．在此基础上，应用输出反馈原理和合理的性能指标设计出系统的控制

律．最后以一个三层建筑结构为例，研究系统在地震载荷下的动态响应．在数值计算中，时滞量取为采样周

期的整数倍，积分步长取为采样周期．仿真结果表明，本文提出的时滞输出反馈控制律是有效且实用的．
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引 言

结构振动控制按照控制是否需要外界能量可

以分为主动控制、被动控制和半主动控制．主动控
制是根据振动响应的信息向结构施加控制力来实

现动态控制，需要外部提供能量，但它能有效地控

制随机干扰，给大型复杂工程带来很大益处．随着
科技的发展，振动主动控制技术已成功应用于航

空、航天结构振动控制、土木工程结构抗震、车辆结

构隔振和其他机械设备的振动控制等领域［１，２］．
对于结构主动振动控制，国内外学者提出了很

多控制方法，其中比较典型的方法如：最优控制、模

糊控制、自适应控制、滑模控制、神经网络控制等

等，并得到了很好的控制仿真效果．对于主动控制
的闭环系统，传感器信号的采集和传输、控制器的

计算以及作动器的作动过程等会导致最终作用于

结构的控制力产生时间滞后．在大多数情况下，由
于以上原因引起的时滞量比较小，而且控制系统通

常有较大的稳定裕度，所以工程应用中常常忽略时

滞的影响．然而，时滞是导致系统失稳的主要因素
之一，有些情况下，即便是很小的时滞量也可能使

系统失稳．因此，为了保证实际系统的安全运行，在
设计控制器时考虑时滞的影响是十分必要的．

近年来，许多专家学者对时滞现象及控制方法

做了很多研究［３～１２］．蔡国平等［５～１０］采用不同的方

法设计了时滞系统的控制律，取得了一系列很有意

义的成果．实际应用的结果显示，所设计的最优控
制律保证了系统的稳定性，同时改进了时滞补偿的

方法不适用于大时滞参数量情况的问题．
控制系统实现的另一个困难来自于状态信息

的采集与传输，尤其对于高维、复杂的系统，要采集

系统的全部状态几乎是不可能的．就工程应用而
言，利用有限的输出信号进行输出反馈控制更具有

实际意义．唐功友等［１１］在构造能同时预估状态和

扰动的降维观测器的基础上，设计出动态输出反馈

控制律．应祖光［１２］基于随机平均法和随机动态规

划原理提出一种非线性的随机最优时滞控制方法，

保证了系统的稳定．
基于上述考虑，本文研究结构振动的时滞输出

反馈控制，所设计的控制器不仅可以克服控制输入

中时滞的影响，而且仅利用部分可测输出来进行反

馈．首先利用一个线性项加积分项的变换将原时滞
输入系统转化成无时滞的形式．在此基础上，应用
输出反馈原理和合理的性能指标设计出系统的控

制律．以一个三层建筑结构为例，进行数值仿真的
结果表明：这里提出的时滞输出反馈控制律是有效

且实用的．

１　动力学模型

考虑控制输入中含有时滞的多自由度结构振

动模型，运动微分方程如下：

　Ｍｘ̈（ｔ）＋Ｄｘ（ｔ）＋Ｋｘ（ｔ）＝Ｈ１ｅ（ｔ）＋Ｈ２ｕ（ｔτ）（１）
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式中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ为系统位移；Ｍ、Ｄ、Ｋ∈Ｒｎ×ｎ分别为

系统质量、阻尼和刚度矩阵；ｅ（ｔ）∈Ｒｍ为外激励向

量；Ｈ１（ｔ）∈Ｒ
ｎ×ｍ为外激励位置矩阵；ｕ（ｔτ）∈Ｒｒ为

控制力向量，其中 τ为时滞参数；Ｈ２∈Ｒ
ｎ×ｒ为控制

力位置矩阵．
方程（１）是描述结构振动的二阶微分方程，要

设计比较合理的控制律需要将其转化为状态方

程［１３］，其具体形式如下：

ｚ（ｔ）＝Ａｚ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔτ）＋珋ｅ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃｚ（ｔ{ ）

（２）

式中ｚ（ｔ）∈Ｒ２ｎ是系统的状态向量，Ａ∈Ｒ２ｎ×２ｎ是系

数矩阵，Ｂ∈Ｒ２ｎ×ｒ是控制矩阵，Ｃ∈Ｒｗ×２ｎ是输出系数

矩阵，ｙ（ｔ）∈Ｒｗ是输出向量，且

ｚ（ｔ）＝
ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ[ ]），Ａ＝

　０　　　Ｉ

Ｍ１Ｋ　Ｍ１[ ]Ｃ；
Ｂ＝

　０

Ｍ１Ｈ[ ]
２

，珋ｅ（ｔ）＝
　０

Ｍ１Ｈ１ｅ（ｔ[ ]）．
为了消除控制输入中的时滞参数，采用一种等

价变换的方法．重新设置一个状态变量，令其等于
原状态变量与一个积分项相加［１４］，即：

ξ（ｔ）＝ｚ（ｔ）＋∫
０

τ
ｅ－Ａ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ＋σ）ｄσ （３）

令ｔ＋σ，则ｔ－τ＜ｓ＜ｔ，ｄσ＝ｄｓ，从而

∫
０

τ
ｅ－Ａ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ＋σ）ｄσ＝∫

０

ｔτ
ｅ－Ａ（ｓ＋τ－ｔ）Ｂｕ（ｓ）ｄｓ．

将（３）式带入系统（２），并定义矩阵函数 Ｂ（Ａ）＝
ｅ－ＡτＢ，则系统（２）可以写成

ξ·（ｔ）＝Ａξ（ｔ）＋Ｂ（Ａ）ｕ（ｔ）＋珋ｅ（ｔ）

η（ｔ）＝Ｃξ（ｔ{ ）
（４）

式中Ｂ（Ａ）∈Ｒ２ｎ×ｒ是变换后的控制矩阵，Ｃ∈Ｒｗ×２ｎ

是输出系数矩阵；η（ｔ）∈Ｒｗ为输出向量．

２　输出反馈与次最优控制设计

在实际工程问题中，并非所有的状态变量都是

可测的．在这种情况下，可以考虑利用输出变量组
合形成控制变量，也就是由维数较低的输出变量构

成线性反馈系统．根据状态方程和次最优控制理论
可设计一阶次最优控制器［１３］．

根据经典最优控制理论，目标函数可取为

Ｊ＝１２∫
∞

０
［ξＴ（ｔ）Ｑξ（ｔ）＋ｕＴ（ｔ）Ｒｕ（ｔ）］ｄｔ（５）

式中，Ｑ∈Ｒｗ×ｗ为半正定的权重系数据阵，Ｒ∈Ｒｒ×ｒ

为正定的权重系数矩阵．
由于采用输出反馈，控制力 ｕ（ｔ）在本文中设

为

ｕ（ｔ）＝－Ｋ１η（ｔ）＝－Ｋ１Ｃξ（ｔ） （６）
式中Ｋ１为输出反馈系数矩阵．采用输出反馈关键
在于求输出反馈系数矩阵，采用最小误差激励法

（参见文献［１５］）可以得到：
Ｋ１＝Ｒ

－１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）－１ （７）
式中，Ｂ（Ａ），Ｃ是系统状态方程（４）的系数矩阵，Ｐ
为黎卡提（Ｒｉｃｃａｔｔｉ）方程

Ｐ［Ａ－Ｂ（Ａ）Ｋ１Ｃ］
Ｔ＋［Ａ－Ｂ（Ａ）Ｋ１Ｃ］

ＴＰ＋

　ＣＴＫＴ１ＲＫ１Ｃ＋Ｑ＝０ （８）
的解，式中 Ｑ，Ｒ为权重系数矩阵．（７）式中矩阵 Ｗ
满足方程

Ｗ［Ａ－Ｂ（Ａ）Ｋ１Ｃ］
Ｔ＋［Ａ－Ｂ（Ａ）Ｋ１Ｃ］Ｗ＋Ｉ＝０

（９）
因此，采用输出反馈的控制力为

ｕ（ｔ）＝－Ｒ－１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）－１η（ｔ）（１０）
注意到式（６），则控制律（１０）可以写为

ｕ（ｔ）＝Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃ［ｚ（ｔ）＋

　∫
０

λ
ｅＡ（σ＋λ）Ｂｕ（ｔ＋σ）ｄσ］＝

　Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃｚ（ｔ）

　Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃ∫
０

τ
ｅＡ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ＋

　σ）ｄσ＝Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１ｙ（ｔ）

　Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃ∫
０

τ
ｅＡ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ＋σ）ｄσ

从而，原系统的控制输入为

ｕ（ｔ－τ）＝Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃ［ｚ（ｔ－

　τ）＋∫
０

λ
ｅＡ（σ＋λ）Ｂｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ］ （１１）

令Δｚ（ｔ－τ）＝∫
０

τ
ｅＡ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ， （１２）

则

　ｕ（ｔ－τ）＝Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１Ｃ（ｚ（ｔτ）＋

Δｚ（ｔτ））＝Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１ｙ（ｔ－τ）
Ｒ１Ｂ（Ａ）ＴＰＷＣＴ（ＣＷＣＴ）１ＣΔｚ（ｔ－τ） （１３）

式中，ｙ（ｔ－τ）可以通过测量得到．

３　控制实现

在控制律（１３）中包含明显的积分项，它不能
进行实时的在线计算．为保证实际情况中的控制实

６５
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现需要设计一种合理的数值算法．
对于任何的时滞参数 τ都可以写成与采样周

期有关的表达式

τ＝ｌＴ－珚ｍ （１４）
式中Ｔ为数据采样周期，珚ｍ为调节参数，且０≤珚ｍ＜
Ｔ，ｌ＞０为正整数，当 珚ｍ＝０时，时滞项为采样周期
的整数倍；当 珚ｍ≠０时，时滞量就为采样周期的非
整数倍．将积分区间离散，则

Δｚ（ｔ－τ）＝∫
０

τ
ｅＡ（σ＋τ）Ｂｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ＝

　∫
０

（ｌＴ－珚ｍ）
ｅＡ（ｌＴ－珚ｍ）ｅＡσＢｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ＝

　ｅＡ（ｌＴ－珚ｍ）［∫
（ｌ１）Ｔ

（ｌＴ－珚ｍ）
ｅＡσＢｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ＋

　∫
（ｌ２）Ｔ

（ｌ１）Ｔ
ｅＡσＢｕ（ｔ－τ＋σ）ｄσ＋…∫

０

Ｔ
ｅＡσＢｕ（ｔ－

　τ＋σ）ｄσ］＝ｅＡ（ｌＴ－珚ｍ）×

　［ｅＡ（ｌＴ－珚ｍ）∫
Ｔ－珚ｍ

０
ｅＡσ１ｄσ１Ｂｕ（ｔ－τ－ｌＴ）＋

　ｅＡ（ｌ１）Ｔ∫
Ｔ

０
ｅＡσ２ｄσ２Ｂｕ（ｔ－τ－（ｌ１）Ｔ）＋

　…ｅＡＴ∫
Ｔ

０
ｅＡσｌｄσ２Ｂｕ（ｔ－τ－Ｔ）］ （１５）

定义函数：

Ｆ（δ）＝ｅＡδ （１６）

Ｎ（δ）＝∫
δ

０
ｅ－Ａθｄθ （１７）

将其代入（１５）式可以得到两种表达式．当珚ｍ≠０时，

Δｚ（ｔ－τ）＝Ｉ２ｎ×２ｎＮ（Ｔ－珚ｍ）Ｂｕ（ｔ－τ－ｌＴ）＋

　Ｆ（珚ｍ－Ｔ）Ｎ（Ｔ）Ｂｕ［ｔ－τ－（ｌ１）Ｔ］＋Ｆ（珚ｍ－
　２Ｔ）Ｎ（Ｔ）Ｂｕ［ｔ－τ－（ｌ２）Ｔ］＋…＋
　Ｆ［珚ｍ－（ｌ－１）Ｔ］Ｎ（Ｔ）Ｂｕ（ｔ－τ－Ｔ） （１８）

当珚ｍ＝０时，

Δｚ（ｔ－τ）＝Ｉ２ｎ×２ｎＮ（Ｔ）Ｂｕ（ｔ－τ－ｌＴ）＋

　Ｆ（－Ｔ）Ｎ（Ｔ）Ｂｕ［ｔ－τ－（ｌ１）Ｔ］＋
　Ｆ（－２Ｔ）Ｎ（Ｔ）Ｂｕ［ｔ－τ－（ｌ２）Ｔ］＋…＋
　Ｆ［－（ｌ－１）Ｔ］Ｎ（Ｔ）Ｂｕ（ｔ－τ－Ｔ） （１９）

为简单起见，这里只考虑时滞参数为采样周期整数

倍的特殊情况．采用四阶龙格库塔法求解方程
（２），选步长等于采样周期Ｔ．

含积分项函数（１７）可以被定义为如下方程：

Ｎ（δ）＝∫
δ

０
ｅ－Ａθｄθ＝∑

∞

ｎ＝１

（－Ａ）ｎ－１δｎ
ｎ！ （２０）

当参数δ给定时，Ｎ（δ）将收敛于一个常数矩阵．

４　应用实例与数值结果分析

采用与文献［１６，１７］相同的三自由度线性结
构模型，其等效的物理参数列于表１．

表１　结构模型参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｍｏｄｅｌ
Ｍａｓｓ（ｔｏｎ） Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ（ｋＮ／ｍ） Ｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ（ｋＮ．ｓ／ｍ）
ｍ１＝１０００ ｋ１＝９８０ ｃ１＝１．４０７
ｍ２＝１０００ ｋ２＝９８０ ｃ２＝１．４０７
ｍ３＝１０００ ｋ３＝９８０ ｃ３＝１．４０７

图１　建筑结构模型

Ｆｉｇ．１　Ｂｕｉｌｄｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｍｏｄｅｌ

建筑模型如图１所示，根据牛顿第二定律容易
得到系统的运动微分方程为：

　

ｍ１ｘ̈１＝－ｋ１ｘ１－ｃ１ｘ１＋ｋ２（ｘ２－ｘ１）＋

　ｃ２（ｘ２－ｘ１）＋ｕ（ｔ－τ）－ｍ１ｘ̈ｇ（ｔ）

ｍ２ｘ̈２＝－ｋ２（ｘ２－ｘ１）－ｃ２（ｘ２－ｘ１）＋

　ｋ３（ｘ３－ｘ２）＋ｃ３（ｘ３－ｘ２）－ｍ２ｘ̈ｇ（ｔ）

ｍ３̈ｘ３＝－ｋ３（ｘ３－ｘ２）－ｃ３（ｘ３－ｘ２）－ｍ３̈ｘｇ（ｔ













）

（２１）

写成系统（１）描述的矩阵形式，则其系数矩阵
分别为：

Ｍ＝

ｍ１ ０ ０

０ ｍ２ ０

０ ０ ｍ









３

，　Ｈ１＝－

ｍ１
ｍ２
ｍ

{ }
３

，

Ｋ＝

ｋ１＋ｋ２ －ｋ２ ０

－ｋ１ ｋ２＋ｋ３ －ｋ３
０ －ｋ３ ｋ









３

，Ｈ２＝｛１，０，０｝
Ｔ

Ｄ＝

ｃ１＋ｃ２ －ｃ２ ０

－ｃ１ ｃ２＋ｃ３ －ｃ３
０ －ｃ３ ｃ









３

，　ｅ（ｔ）＝ｘ̈ｇ（Ｔ）．

取采样周期 Ｔ＝０．０１ｓ，定义时滞量为 τ，并假
定只在结构第一层施加主动控制力．每一层的绝对
位移值分别为ｘ１，ｘ２，ｘ３，每层的绝对加速度分别为

７５
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ｘ̈１，̈ｘ２，̈ｘ３，采用主动控制算法的两种情况（一种是
控制输入中存在时滞，采用这里提出的时滞输出反

馈控制律；另一种是无时滞的情况），权重矩阵取相

同的值，即：Ｑ＝ｄｉａｇ［１０６，１０６，１０３，１０３，１０３］，Ｒ＝７
×１０－６．这里的时滞参数量取为１０倍的采样周期，
即为０．１ｓ．

外激励采用 ＥｌＣｅｎｔｒｏ地震波，地震加速度的
时间历程如图２所示．

图２　地震波激励时间历程

Ｆｉｇ．２　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆＥｌＣｅｎｔｒｏｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

图３　第一层位移和加速度响应

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｌｏｏｒ

图４　第二层位移和加速度响应

Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｌｏｏｒ

图３至图５给出了系统的位移响应（左侧）和
加速度响应（右侧），（ａ）、（ｂ）和（ｃ）分别对应于不
施加控制力，加入没有考虑时滞参数的控制力和加

入考虑时滞参数的控制力的情况．
为了能够更清楚地看出时滞控制律的控制效

果，两种情况下的位移峰值对比见表２．
表２　位移峰值对比

Ｔａｂｌｅ２　ＭａｘｉｍｕｍｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕｎｄｅｒＥｌＣｅｎｔｒｏｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

ｉｔｈｆｌｏｏｒ
ｍａｘｘｉ（ｍ）

（Ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ）
ｍａｘｘｉ（ｍ）

（Ｔｉｍｅｄｅｌａｙｃｏｎｔｒｏｌ）
Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ（％）

１ ０．０４１６ ０．０２２０ ４７．１２
２ ０．０７３４ ０．０３４１ ５３．５４
３ ０．０９０３ ０．０４０４ ５５．２６

当系统控制的时滞参数为外激励采样周期１０
倍时，依据时滞输出反馈控制律对建筑结构施加控

制力，１，２，３层绝对位移的峰值分别降低４７．１２％，

８５
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５３．５４％，５５．２６％．从图３５容易看出，施加控制力
后，加速度的幅值均有明显的降低，且时滞控制几

乎可以达到没有时滞存在的主动控制的效果．

图５　第三层位移和加速度响应

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｔｈｅｔｈｉｒｄｆｌｏｏｒ

５　结论

针对传感器信号的采集和传输、控制器的计算

以及作动器的作动过程等产生的时间滞后，本文研

究了结构振动系统的时滞输出反馈控制问题．利用
线性项加积分项的变换将原时滞输入系统转化成

无时滞的形式．再应用输出反馈原理和合理的性能
指标设计出系统的时滞输出反馈控制律．这里设计
的控制器不仅考虑了实际系统中存在的不可避免

的时间滞后，而且仅才用了测量输出的信息，易于

工程应用．以一个三层建筑结构为应用实例，数值
仿真的结果表明：本文提出的时滞输出反馈控制律

对于建筑结构抗震有很好的控制效果．
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