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层合板固有频率分析的 Ｂ样条小波元法

陈新锋　徐建新　卿光辉
（中国民航大学航空工程学院，天津　３００３００）

摘要　结合弹性材料修正后的ＨＲ变分原理和区间Ｂ样条小波函数，建立Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的区间Ｂ样条

小波元列式．首先简要地介绍了弹性材料修正后的ＨＲ变分原理，然后将区间Ｂ样条小波的尺度函数作为

基函数，详细地推导了Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的区间Ｂ样条小波元列式．数值算例验证了 Ｂ样条小波元列式的

正确性．

关键词　Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程，　区间Ｂ样条小波，　小波单元，　半解析法，　固有频率

引 言

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程半解析法是非常成功的数
值方法．用这种方法仿真层合板壳等结构的优点之
一：可处理复杂侧面边界、复杂的几何形状及复杂

外载荷作用下层合梁、层合板壳等结构的各类力学

问题，甚至于可处理各向异材料；另一个突出的优

点是对于强厚度板壳或层合板壳，无需任何位移或

应力假设；传递矩阵技术的顺利实施使得控制方程

的未知量与结构的层数无关，并保证了层与层之间

的位移和应力的连续性［１５］．
然而，Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程现有的半解析法［３５］

都是基于多项式基函数的方法．对于大梯度或奇异
性等问题，只能采用逐次加密网格或／和提高多项
式阶数的方法来提高分析精度，网格加密导致结构

的刚度矩阵需重新计算．近十几年，源于信息科学
的小波有限元理论发展迅速．小波有限元方法以小
波函数为基础，利用了小波函数的多尺度和多分辨

率等特点，具有自适应功能，算法稳定性好，运算速

度快，计算结果精度高；在处理局部应力集中等奇

异性问题方面具有诱人的优越性［６］．
样条函数有许多优点，例如，待定系数少，连续

性强，数值逼近精度和计算效率高．所以样条函数
在有限元法中早已被广泛应用［７，８］．区间 Ｂ样条小
波 （Ｂｓｐｌｉｎｅ ｗａｖｅｌｅｔｏｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ，ＢＳＷＩ）
元［６，９，１０，１１］能处理较大梯度变化场问题．笔者认为，
辛体系中的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程半解析法也应该基

于小波函数建立其对偶有限元法．
本文首先给出了推导 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程

ＢＳＷＩ有限元法列式的过程．在此基础上，分析了层
合板固有频率问题．

１　修正后的ＨＲ变分原理

对于各向同性、正交异性或各向异性弹性体，

修正后的ＨＲ变分原理可表示为

δΠ ＝δＶ（ＰＴＱ，ｚ－Ｈ）ｄＶ＋δＳＡλＴ１Ｂｐ珋ｑ－
　λＴ０Ｂ珋ｐｑｄＳ （１）

其中 Ｐ＝［σｘｚ　σｙｚ　σｚｚ］，Ｑ＝［ｕ　ｖ　ｗ］
Ｔ，是

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ函数；ｓＡ＝ｓσ＋ｓｕ＋ｓｍ为混合边界条件，

λ１＝［λｘ－１　λｙ－１　λｚ－１］和 λ０＝［λｘ　λｙ　

λｚ］是特意引入的特征系数
［５］，λｉ（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ）的值

为１和０．如果在 ｘ方向为应力边界条件，则 λｘ＝

１，若是位移边界条件，则λｘ＝０，λｙ，λｚ的取值以此
类推．引入特征系数后，式（１）即能处理单一边界
条件问题，又能处理混合边界条件问题；对于板问

题而言 Ｂｐ珋ｑ＝［ｐｘ（ｕ－珔ｕ）　ｐｙ（ｖ－珋ｖ）　ｐｚ（ｗ－

珔ｗ）］Ｔ，ｐｉ（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ）是侧面边界表面三个坐标方向
的应力；珔ｕ，珋ｖ和珔ｗ是侧面边界三个坐标方向的已知
位移分量；Ｂ珋ｐｑ＝［珋ｐｘｕ　珋ｐｙｖ　珋ｐｘｗ］

Ｔ，珋ｐｉ（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ）是
边界表面三个坐标方向的给定应力分量．

Ｈ＝－ＰＴ（Ｇ１Ｑ）－Ｐ
ＴΦＴ２１（Ｇ２Ｑ）－

　１２（Ｇ２Ｑ）
ＴΦ２２（Ｇ２Ｑ）＋

１
２Ｐ

ＴΦ１１Ｐ＋
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　１２Ｑ
ＴΩＱＦＴｂＱ （２）

式中Ｇ１＝
０　０　α
０　０　β









０　０　０
，Ｇ２＝

α　０　０
０　β　０

β　α　









０
，α＝／ｘ，β

＝／ｙ，Ω＝
ρ　０　０
０　ρ　０
０　０　









ρ
ω２，ω是振动频率，ρ为材料

密度，Ｆ＝－［ｆｘ　ｆｙ　ｆｚ］
Ｔ代表三个方向的体积力．

对于各向同性和正交各向异性弹性材料有

Φ１１＝

ｓ１　０　０

０　ｓ２　０

０　０　ｓ









３

，　Φ２１＝

０　０　ｓ４
０　０　ｓ５









０　０　０

，

Φ２２＝

ｓ６　ｓ７　０

ｓ７　ｓ８　０

０　０　ｓ









９

（３）

式中ｓ１＝１／ｃ５５，ｓ２＝１／ｃ４４，ｓ３＝１／ｃ３３，ｓ４＝ｃ１３／ｃ３３，ｓ５
＝ｃ２３／ｃ３３，ｓ６＝ｃ１１ｃ

２
１３／ｃ３３，ｓ９＝ｃ６６，ｓ７＝ｃ１２ｃ１３ｃ２３／ｃ３３，

ｓ８＝ｃ２２ｃ
２
２３／ｃ３３，ｃｉｊ是材料的刚度系数．所以，式（１）

中被消去的三个平面内应力为

σｘｘ
σｙｙ
σ

{ }
ｘｙ

＝

ｓ６α ｓ７β ｓ４
ｓ７α ｓ８β ｓ５
ｓ９β ｓ９α









０

ｕ
ｖ

σ
{ }

ｚｚ

（４）

就板问题而言，板侧面边界上的位移可表示为

ｕ＝珔ｕ，ｖ＝珋ｖ，ｗ＝珔ｗ （５ａ）
板侧面边界上的应力ｐｉ（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ）可表示为
　ｐｘ＝ｎｘ（ｓ６ｘｕ＋ｓ７ｙｖｓ４σｚｚ）＋ｎｙｓ９（ｙｕ＋ｘｖ）＝珋ｐｘ
　ｐｙ＝ｎｘｓ９（ｙｕ＋ｘｖ）＋ｎｙ（ｓ７ｘｕ＋ｓ８ｙｖｓ５σｚｚ）＝珋ｐｙ
　ｐｚ＝ｎｘσｘｚ＋ｎｙσｙｚ＝珋ｐｚ （５ｂ）

以Ｐ和Ｑ为相互独立的变量，对式（１）进行变
分并分部积分可得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程（这里暂时
没考虑边界项）

ｄ
ｄｚ{ }ＰＱ ＝

ＧＴ１＋Ｇ
Ｔ
２Φ２１ ＧＴ２Φ２２Ｇ２－Ω

Φ１１ －（Ｇ１＋Φ
Ｔ
２１Ｇ２[ ]） ×

　{ }ＰＱ ＋
Ｆ{ }０ （６）

２　Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ区间Ｂ样条小波元

因为小波函数的张量积在不同方向具有不均

匀性，故在小波有限元法中，一般采用尺度函数的

张量积来表示二维或三维未知函数．

ｍ阶ｊ尺度的Ｂ样条尺度函数ｊｍ，ｋ（ξ）可用下

面的公式给出［６］

ｊｍ，ｋ（ξ）＝

ｊｍ，ｋ（２
ｊ－ｌξ），

　ｋ＝－ｍ，…，－１（０边界）

ｊｍ，２ｊ－ｍ－ｋ（１－２
ｊ－１ξ），

　ｋ＝２ｊ－ｍ＋１，…，２ｊ－１（１边界）

ｊｍ，０（２
ｊ－ｌξ－２ｌｋ），

　ｋ＝０，…，２ｊ－ｍ（内边界















）

二维未知函数 ｕ（ξ，η）用一维区间 Ｂ样条尺
度函数表示，其张量积为

ｕ（ξ，η）＝Φ１Φ２Ｃ＝ΦＣ （７）
式中表示两个矩阵的张量积，Ｃ表示小波插值系
数列向量，Φ１和Φ２是ｍ阶ｊ尺度下的一维区间Ｂ
样条尺度函数．
　Φ１＝［

ｊ
ｍ，ｍ＋１（ξ）　

ｊ
ｍ，ｍ＋２（ξ）　…　

ｊ
ｍ，２ｊ１（ξ）］

　Φ２＝［
ｊ
ｍ，ｍ＋１（η）　

ｊ
ｍ，ｍ＋２（η）　…　

ｊ
ｍ，２ｊ１（η）］

（８）
所以对于一个单元中的［σｘｚ　σｙｚ　σｚｚ］

Ｔ和［ｕ

　ｖ　ｗ］Ｔ可表示为
（σｘｚ，σｙｚ，σｚｚ）＝Φ（Ｃ

ｅ
ｘｚ（ｚ），Ｃ

ｅ
ｙｚ（ｚ），Ｃ

ｅ
ｚｚ（ｚ））＝

　Φ（σｅｘｚ（ｚ），σ
ｅ
ｙｚ（ｚ），σ

ｅ
ｚｚ（ｚ））

（ｕ，ｖ，ｗ）＝Φ（Ｃｅ（ｚ），Ｃｅ（ｚ），Ｃｅ（ｚ））＝
　Φ（ｕｅ（ｚ），ｖｅ（ｚ），ｗｅ（ｚ）） （９ａ）

或者

{ }ＰＱ ＝
Ｎ　０
０　[ ]Ｎ

Ｐｅ
Ｑ{ }
ｅ

（９ｂ）

式中Ｎ＝ｄｉａｇ［Φ］３×３，ｐｅ＝［σ
ｅ
ｘｚ（ｚ），σ

ｅ
ｙｚ（ｚ），σ

ｅ
ｚｚ（ｚ）］，

Ｑｅ＝［ｕ
ｅ（ｚ），ｖｅ（ｚ），ｗｅ（ｚ）］Ｔ．

将式 （９ｂ）代入式 （１）中，则
ＰＴＱ，ｚ－Ｈ＝Ｐ

Ｔ
ｅＮ

ＴＮＱｅ，ｚ＋Ｐ
Ｔ
ｅＮ

Ｔ（Ｇ１Ｎ）Ｑｅ＋

　ＰＴｅＮ
ＴΦＴ２１（Ｇ２Ｎ）Ｑｅ＋

　１２Ｑ
Ｔ
ｅ（Ｇ２Ｎ）

ＴΦ２２（Ｇ２Ｎ）Ｑｅ－
１
２Ｐ

Ｔ
ｅＮ
ＴΦ１１ＮＰｅ－

　１２Ｑ
Ｔ
ｅＮ

ＴΩＮＱｅ＋Ｆ
ＴＮＱｅ （１０）

对式（１）（暂时不考虑边界项）进行变分并分
部积分，我们可得下面两个方程

ＮＴＮＰｅ，ｚ＝［（Ｇ１Ｎ）
ＴＮ＋（Ｇ２Ｎ）

ＴΦ２１Ｎ］Ｐｅ＋

　［（Ｇ２Ｎ）
ＴΦＴ２２（Ｇ２Ｎ）－Ｎ

ＴΩＮ］Ｑｅ＋Ｎ
ＴＦ

（１１ａ）
ＮＴＮＰｅ，ｚ＝Ｎ

ＴΦ１１ＮＰｅ－（（Ｎ
ＴＧ１Ｎ）＋

１５
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　ＮＴΦＴ２１（Ｇ２Ｎ））Ｑｅ （１１ｂ）
对式（１１ａ）和（１１ｂ）两边进行积分，就得到了

Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程 ＢＳＷＩ有限元法的列式，其矩阵
形式为

Ｃ　０
０　[ ]Ｃ ｄｄｚ

Ｐｅ（ｚ）

Ｑｅ（ｚ{ }） ＝ Ａ
Ｔ　Ｂ
Ｄ　－[ ]Ａ

Ｐｅ（ｚ）

Ｑｅ（ｚ{ }） ＋ Ξ{ }０
（１２）

其中ＡＴ＝∫
１

０∫
１

０
（Ｇ１Ｎ）

ＴＮ＋（Ｇ２Ｎ）
ＴΦ２１Ｎｄｘｄｙ，

Ｂ＝∫
１

０∫
１

０
（Ｇ２Ｎ）

ＴΦＴ２２（Ｇ２Ｎ）－Ｎ
ＴΩＮｄｘｄｙ，

Ｃ＝∫
１

０∫
１

０
ＮＴＮｄｘｄｙ，Ｄ＝∫

１

０∫
１

０
ＮＴＮΦ１１ｄｘｄｙ，

Ξ＝∫
１

０∫
１

０
ＮＴＦｄｘｄｙ．

下面给出有关板问题的边界项列式．通过方程
（５）我们可将式（１）中的边界项简化为

δｓＡλ
Ｔ
１Ｂｐ珋ｑ－λ

Ｔ
０Ｂｐ珋ｑｄＳ＝δｓＡ（（Ｇ３Ｐ）

Ｔ＋

　（Ｇ４Ｑ）
Ｔ）（Ｑ－Ｑ）－（ΛＰ）ＴＱｄＳ （１３）

式中　　Ｇ３＝

０ ０ －ｎｘｓ４（λｓ－１）

０ ０ －ｎｙｓ５（λｙ－１）

ｎｘ（λｚ－１） ｎｙ（λｚ－１）









０

，

　　Ｇ４＝

（ｎｘｓ６α＋ｎｙｓ９β）（λｘ－１） （ｎｘｓ７β＋ｎｙｓ９α）（λｘ－１） ０

（ｎｘｓ９β＋ｎｙｓ９α）（λｙ－１） （ｎｘｓ９α＋ｎｙｓ８β）（λｙ－１） ０








０ ０ ０

，

Ｐ＝［σｘｚσｙｚσｚｚ］
Ｔ，Ｑ＝［珔ｕ珋ｖ珔ｗ］，Λ＝ｄｉａｇ［λｘλｙλｚ］．

边界项经过变分后的结果可写成矩阵形式

ｓＡ
ＢＴ１１　Ｂ１２
０　 －Ｂ[ ]

１１

Ｐｅ（ｚ）

Ｑｅ（ｚ
{ }

）
＋

　
－ＮＴΛ０　 －（Ｇ４Ｎ）

Ｔ

０　（Ｇ３Ｎ）
[ ]Ｔ

Ｐｅ
Ｑ{ }
ｅ

ｄＳ （１４）

式中Ｂ１１＝Ｎ
Ｔ（Ｇ３Ｎ），Ｂ１２＝Ｎ

Ｔ（Ｇ４Ｎ）＋（Ｇ４Ｎ）
ＴＮ．

把式（１４）加到式（１２）的右边，其结果就是可
考虑混合边界条件的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程 ＢＳＷＩ有
限元法的列式．

ｄ
ｄｚ
Ｐｅ（ｚ）

Ｑｅ（ｚ{ }） ＝ Ｃ　００　[ ]Ｃ
１ ＡＴ１１　Ａ１２
Ａ２１　Ａ

[ ]
１１

Ｐｅ（ｚ）

Ｑｅ（ｚ{ }） ＋
　
Ｃ　０
０　[ ]Ｃ

－１ Ξ１
Ξ{ }
２

（１５ａ）

式中ＡＴ１１ ＝Ａ
Ｔ＋ｓＡＢＴ１１ｄＳ，Ａ１１ ＝Ａ＋ｓＡＢ１１ｄＳ，

Ａ１２ ＝Ｂ＋ｓＡＢ１２ｄＳ，Ａ２１ ＝Ｄ，
Ξ１ ＝Ξ－ｓＡＮＴΛＰｅ－（Ｇ４Ｎ）ＴＱｅｄＳ，
Ξ２ ＝ｓＡＮＴΛＰｅ（Ｇ３Ｎ）ＴＱｅｄＳ．

上式的简写形式为

ｄＨ（ｚ）
ｄｚ ＝ＫＨ（ｚ）＋Ｆ （１５ｂ）

３　固有频率的解

对于齐次边界并不考虑体积力的问题，有 Ξ１
＝０，Ξ２＝０，所以方程（１５）的通解为
Ｈ（ｚ）＝Ｔ（ｚ）Ｈ（０） （１６）

式中ｚ是任意层的厚度，Ｔ（ｚ）＝ｅＫｚ．
对于ｎ层的板，根据层间应力和位移的连续

性，有

Ｈｎ（ｚｉ）＝（Π
ｎ

ｊ＝１
Ｔｊ）Ｈ１（０） （１７）

将其写成线性方程

Ｐ（ｈ）
Ｑ（ｈ{ }） ＝

Ｔ１１　Ｔ１２
Ｔ２１　Ｔ

[ ]
２２

Ｐ（０）
Ｑ（０{ }） （１８）

考虑自由振动问题，板上下表面的应力向量 Ｐ
（ｈ）＝Ｐ（０）＝０；所以从式（１８）可导出特征方程

Ｔ１２Ｑ（０）＝０ （１９）
为了求方程（１９）的非平凡解，有多项式方程
｜Ｔ１２｜＝０ （２０）

４　数值实例

例题１　考虑ａ×ｂ＝１×１的矩形单层板，厚板Ｈ＝
０．１．材料刚度系数如下：

Ｃ１２／Ｃ１１＝０．２４６２６９，Ｃ１３／Ｃ１１＝０．０８３１７１５，
Ｃ２２／Ｃ１１＝０．５４３１０３，Ｃ２３／Ｃ１１＝０．１１５０１７，

２５
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Ｃ３３／Ｃ１１＝０．５３０１７２，Ｃ４４／Ｃ１１＝０．２６６８１０，
Ｃ５５／Ｃ１１＝０．１５９９１４，Ｃ６６／Ｃ１１＝０．２６２９３１，

Ｃ１１＝２１０×１０
６．

材料密度：ρ＝２３２０，
表１　单层板的前三阶固有频率与ＡＮＳＹＳ结果的比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆｓｉｎｇｌｅｌａｙｅｒｅｄｐｌａｔｅ

Ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ Ｓｃａｌｅ
Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ

ＦｏｕｒＣｌａｍｐｅｄｓｉｄｅｓ
ｊ＝３
ｊ＝４
ＡＮＳＹＳ

２３６．９６３
２３６．４９５
２３７．２９７

４２４．１１２
４２３．１７４
４２５．１３３

４６４．３６６
４６３．３１１
４６６．４６４

Ｆｏｕｒｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｄｅｓ

ｊ＝３
ｊ＝４
ＡＮＳＹＳ

１４２．１４２
１４２．１４２
１４２．４３４

３０９．６３２
３０９．５４４
３１１．０５５

３５６．２７２
３５６．２１４
３５８．４８７

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ
ｊ＝３
ｊ＝４

１８７．９７９
１８７．３３４

３７８．３５０
３７７．４７１

４０２．４３２
４０１．２６

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓ
ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ＡＮＳＹＳ １８７．６１ ３７９．３８５ ４０３．９７７

表中的 ＡＮＳＹＳ结果是通过各向异性立体元

Ｓｏｌｉｄ６４得到的．通过分析比较，不难注意到当 ｊ＝３

或４时，本文的解小于 ＡＮＳＹＳ的解（除对边固支对

边简支问题的第一阶固有频率外）．主要原因是：

ＢＳＷＩ４本质上是三次多项式；另一方面，本文的方

法在厚度方向是解析的．

例题２　考虑１×１的三层板［０，９０，０］．板的总厚

度为Ｈ＝０．１，ｈ１＝ｈ３＝０．０１，ｈ２＝０．０８．第一层，第

三层与例１的材料刚度系数相同；第二层材料刚度

系数为 Ｃ（１）１１ ／Ｃ
（２）
１１ ＝２；三层的材料密度与例 １相

同．采用ＢＳＷＩ４元的数据结果见表２：

表２　三层板的前三阶固有频率与ＡＮＳＹＳ结果的比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆ３ｌａｙｅｒｅｄｐｌａｔｅ

Ｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ Ｓｃａｌｅ
Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
Ｆｉｒｓｔ Ｓｅｃｏｎｄ Ｔｈｉｒｄ

ＦｏｕｒＣｌａｍｐｅｄｓｉｄｅｓ
ｊ＝３
ｊ＝４
ＡＮＳＹＳ

２００．８７０
２００．２８４
２００．４７１

３５５．４４０
３５３．４４８
３５４．０３９

３９１．３５８
３９０．２６２
３９１．９７７

Ｆｏｕｒｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｓｉｄｅｓ

ｊ＝３
ｊ＝４
ＡＮＳＹＳ

１２１．５４６
１２１．５４６
１２１．６６１

２７１．７８０
２７１．７２２
２７２．６７８

２９４．６０３
２９４．５４４
２９５．６２４

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓｃｌａｍｐｅｄ
ｊ＝３
ｊ＝４

１６０．４３０
１５９．８０５

３１０．４３０
３０９．５７０

３３４．８８３
３３３．２４２

Ｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｄｅｓ
ｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ

ＡＮＳＹＳ １５９．７０６ ３１０．１７６ ３３４．０２７

５　结论

本文基于弹性材料修正后的 ＨＲ变分原理，

将区间Ｂ样条小波中的尺度函数作为基函数，建立

了Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的ＢＳＷＩ有限元法．并应用具

体实例研究了厚板和层合板几种常见边界情况的

固有频率问题．

基于压电材料和磁电弹性材料修正后的 ＨＲ

变分原理［１２］，推导广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程小波元

及基于小波元的智能层合板半解析法也是很有工

程应用价值的工作．
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