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正交各向异性叠层板的非线性主共振分析

吕书锋　胡宇达
（燕山大学建筑工程与力学学院，秦皇岛　０６６００４）

摘要　研究了在四边简支的边界条件下，正交各向异性矩形叠层板在横向简谐激励作用下的非线性主共振

及其稳定性问题．在给出了正交各向异性叠层板的振动微分方程的基础上，利用伽辽金法导出了相应的达

芬型非线性强迫振动方程．应用平均法对主共振问题进行求解，得到了系统在稳态运动下的幅频响应方程．

基于李雅普诺夫稳定性理论，得到了解的稳定性判定条件．作为算例，分别给出了不同条件下，系统运动的

幅频响应曲线图、振幅激励幅值响应曲线图和动相平面图，并对解的稳定性进行了分析，讨论了各参数对系

统非线性振动特性的影响．
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引 言

各向异性板的优势是具有较高的比强度、比刚

度［１］，还可以通过调整材料铺层数、材料的几何参

数来适应不同的应用条件，已经成为一类重要的工

程结构元件．此外，由于叠层材料常由几种不同的
材料构成，且常被做成薄壁结构，呈现几何非线性，

从而存在很多复杂的非线性动力学特性．因此，对
复合材料叠层板进行非线性动力学分析十分必要．
近年来，对于复合材料叠层板的非线性振动研究已

经取得了一些成果．Ｃｈｉａ［２］系统的研究了复合材料
叠层板的非线性弯曲、后屈曲等问题；杨桂通等［３］

讨论了复合材料叠层板的非线性动力稳定性问题，

得到了不同铺设方法叠层板的突变失稳模型及其

屈曲临界条件；叶敏等［４，５］对复合材料板参数共振

的分岔问题进行了研究；王列东、周承倜等［６］研究

了复合材料叠层板的初始缺陷和拉伸弯曲耦合对
于其振动、屈曲、和非线性动力稳定性的影响，Ｕｄａｒ
ＲａｔｎａｋａｒＳ．等［７］研究了承受非均匀谐波边界载荷

叠层板的组合共振特性；Ｙ．Ｓ．Ｓｈｉｈ等［８］研究了任

意弹性基础上简支和固支叠层薄板的非线性振动；

卿光辉等［９］研究了压电热弹性体混合层合板的响

应分析；张伟等［１０］对夹层板的非线性动力学特性

进行了分析；李银山等［１１］研究了正交各向异性圆

板非线性振动的亚谐分岔．本文选取正交各向异性

矩形叠层板作为研究对象，对其在横向简谐激励作

用下的非线性主共振问题进行分析．

１　基本方程

考虑等厚度、同材质的正交各向异性矩形叠层

板（材料主向与板轴一致），略去纵向和转动惯性

力项，根据 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ假设，应用虚功原理，得到板
的非线性运动方程为：
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式中 Ｎｘ、Ｎｙ、Ｎｘｙ为相应的中面内力，Ｍｘ、Ｍｙ、Ｍｘｙ为
内力矩分量，ｐｚ＝ｐ０ｓｉｎωｔ为横向简谐激励载荷，ｐ０
为激励幅值，ω为激励频率，δ为阻尼系数．

考虑四边简支的正交各向异性矩形叠层板，边

长为ａ×ｂ，厚度为ｈ．其内力应变的关系式为：
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式中，Ａｉｊ、Ｄｉｊ分别为拉伸和弯曲刚度．
取满足四边简支边界条件的位移函数为：

ｗ＝ｆ（ｔ）ｓｉｎπｘａｓｉｎ
πｙ
ｂ （３）

这样，将式（２）、（３）代入（１）中，并采用伽辽金
法进行积分，可得到矩形板无量纲化的达芬型非线

性振动微分方程：
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２］，Ω＝ω／ω０，ｇ、̈ｇ分别表示ｇ对τ的一阶和

二阶导数．

２　求解主共振问题

系统在振动过程中，当激励频率接近固有频率

（ω≈ω０）时，将发生主共振，并伴随较为复杂的非
线性动力学现象．下面对叠层板在横向简谐载荷作
用下的主共振问题进行求解分析．

引入小参数ε，则方程（４）可进一步化为：
ｇ̈＋ｇ＝εｆ （５）

式中，ｆ＝－η′１ｇ－η
′
２ｇ
３＋η′３ｓｉｎΩτ．

用平均法［１２］进行一阶近似求解，令Ω＝１＋εσ
（σ为调谐参数），并取：

ｇ＝ａｃｏｓ（Ωτ－θ）＝ａｃｏｓ （６ａ）
ｇ＝－ａｓｉｎ（Ωτ－θ）＝ａｓｉｎ （６ｂ）

其中，＝Ωτ－θ．
分别对（６ａ）（６ｂ）进行微分，代入（５）式，得：
ａ＝－εｆｓｉｎ （７ａ）

θ·＝εσ＋εａｆｃｏｓ （７ｂ）

其中，ａ、θ· 分别表示ａ、θ对时间τ的一阶导数．
得到的平均化方程为：
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对于系统的稳态运动，有 ａ＝θ· ＝０，从而消去

θ，得到幅频方程为：
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３　稳定性分析

根据李雅普诺夫稳定性理论，研究系统稳态运

动中解的稳定性．引入扰动变量ξ１＝ａａｓ，ξ２＝θθｓ，

列出方程组（８）在奇点（ａｓ，θｓ）附近的近似系统：

ξ
·

１＝－
ε
２［η

′
１ξ１－（η

′
３ｃｏｓθｓ）ξ２］ （１０ａ）

ξ
·

２＝
ε
２｛
１
ａｓ
［（２σ－９４η

′
２ａ
２
ｓ）－
１
ａ２ｓ
（２σａｓ－

３
４ｑ

２
ｓη
′
２＋

　η′３ｃｏｓθｓ）］ξ１－（η
′
３ｓｉｎθｓ）ξ２｝ （１０ｂ）

则此线性扰动方程组的本征方程为：
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依据 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ判据，可得情形下系统稳
态解稳定的充要条件为：
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４　算例分析

对于横向简谐激励作用下的正交各向异性叠

层薄板，选取复合材料石墨环氧［２］作为研究对象，

通过得到的幅频响应方程和稳态解的判定条件，编

程计算，得到一系列反映主共振特性的图形．
图１给出了正交各向异性叠层板在不同条件

下的幅频曲线图，选取的叠层板材料为三层的石墨

环氧．实线代表稳定部分，虚线代表不稳定部分．由
图可见，当激励频率接近固有频率时系统的幅值急

剧增大，呈现出硬特性，而且存在多值和跳跃现象．
随着激励幅值的增大（图１ａ）和板厚度的减小（图
１ｂ），共振区域将逐渐变宽，而对应相同的频率，且
共振都被激发的条件下，稳定解的数值随激励幅值

的增大或板厚度的减小而有明显的增加．随着线性
阻尼系数的增大（图１ｃ），共振区域逐渐变窄，而对
应相同的频率，且共振都被激发的条件下，稳定解
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的数值随阻尼系数的增大有所下降．图１ｄ给出了
叠层板的层数对系统共振幅值的影响，由图可见，

在板的总厚度值固定的情况下，随着层数的增加，

系统的共振幅值曲线出现交叉现象．

图１　幅频曲线图

Ｆｉｇ．１　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｄｅｔｕｎｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｃｕｒｖｅｓ

与图１对应，图２绘制了动相平面的相轨迹图，
选取的叠层板材料为三层的石墨环氧．图２（ａ）描述的
是其它条件相同的情况下，通过改变初始位置而得到

的相轨迹，对应图１（ａ）中ｐ０＝２００Ｎ／ｍ
２，εσ＝０．０２５的

情况，Ｓ１（ａ＝０．０８）和Ｓ３（ａ＝０．２１）为稳定焦点，Ｓ２（ａ
＝０．１８）为鞍点．图２（ｂ）对应于图１（ｂ）的情况，它反
映了当其它条件不变而改变板厚度的时候，系统稳定

位置的改变情况，初始位置为ａ＝０．１、γ＝１．５．由图２
（ｂ）可以看出，Ｓ１（ａ＝０．０４８）、Ｓ２（ａ＝０．０８）和Ｓ３（ａ＝
０．２６）均为稳定的焦点，分析可知，即使从相同的初始
位置出发，系统将伴随着某一参数的改变而处于不同

的稳定状态．两幅图形都能与幅频曲线很好的吻合，
同时都能够体现出过鞍点的分隔线为边界所划分的

奇点Ｓ１和Ｓ３的吸引域（图２ａ）．

图２　动相平面相轨迹图

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｉｎｍｏｖｉｎｇｐｈａｓｅｐｌａｎｅ

图３选取的材料为石墨环氧．分别表示不同条

件下的振幅随激励幅值变化的曲线图，从中可以看

出当激励幅值为零时，振幅亦为零，符合基本规律．
随着激励幅值的增大，振幅呈逐渐增大趋势，由于

非线性项的作用，将伴有多值或跳跃现象的发生，

并且反映出在共振被激发区域内，振幅将随着板厚

度（图３ａ）的增大或者阻尼（图３ｄ）的增大而逐渐
衰减的特性．而随着层数（图３ｂ）或频率（图３ｃ）的
变化，幅值的变化较为复杂，曲线有相交的现象．

图３　振幅激励幅值响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｓ

５　结论

研究了横向简谐激励作用下的正交各向异性

叠层板的非线性主共振问题，得到了稳态运动下的

幅频响应，绘制了不同参数影响下振幅随不同参数

的变化规律曲线图及相轨迹图．结果表明，板厚度、
阻尼系数以及激励力等参数均会对共振幅值产生

不同程度的影响，系统表现为较复杂的运动行为．
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