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索受外激励作用下索拱结构非线性动力学分析
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摘要　研究索拱结构中索受外激励作用下索拱之间非线性动力学问题．利用已建立的索拱结构非线性动力

学耦合面内运动微分方程，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法把索拱结构的面内运动方程进行离散，然后利用多尺度法对离

散的运动方程进行摄动得到索主共振情况下的平均方程，研究在索受到外激励作用下索振动对拱的振动产

生的影响，同时对索拱结构内共振时的稳定、分叉及混沌情况进行了分析．结果表明：索某阶频率与拱某阶

频率接近时可能出现内共振现象，能量在索拱之间相互传递，原本静止的拱也可能出现共振现象，共振频域

区间内索拱振动将出现跳跃、分叉及混沌等复杂的非线性动力学行为．

关键词　索拱结构，　非线性动力学，　分叉，　混沌

引 言

大跨度索拱结构在土木工程中有广泛的应用，

如一些体育馆、展览馆和飞机库等建筑结构中的索

拱结构、大跨度拱桥施工过程中的索拱结构等．然而
通常的索拱结构中索结构其基本特点是低阻尼、质

量轻以及柔性好．因此在外载的作用下，索结构容易
出现大幅的振动，非线性现象非常明显．关于大跨度
拱桥施工中的索拱结构过去设计者们往往只进行强

度、变形及稳定性分析［１６］，很少研究或讨论其动力

学性态．当前随着这类结构的跨径逐渐增大，其非线
性动力学问题日益突出，并往往可能在设计中起着

控制作用，因此，在土木工程领域对索拱结构非线性

动力学问题的研究是一个很重要的课题．
许多学者对索结构的非线性动力学问题进行

深入的研究［７８］，目前还没有看到对工程中索拱结

构进行非线性动力学研究的报道．本文主要从大跨
度拱桥施工中的索拱结构工程背景中抽象出索拱

力学模型开展索拱非线性动力学研究．采用文献
［９］中已建立的索拱结构非线性动力学耦合面内
运动微分方程，利用多尺度摄动方法［１０］，分析索和

拱可能出现的内共振模式，研究索受到外激励而出

现主共振情形下索拱之间的内共振，分析索振动对

拱振动产生的影响．

１　索拱结构面内运动基本方程

考虑大跨度拱桥缆索吊装施工中的索拱结构，

边界条件及坐标系如图１所示．为了建模的方便，
将索的运动在坐标系 ｏ－ｘｙ中描述，拱的运动在 珋ｏ
－ｘｙ中描述．θｃ、θｇ分别为索和拱的水平倾角，ｌｃ、ｌｇ
分别为在索和拱在相应坐标系中的跨度，ｄｃ、ｄｇ分
别为索的初始垂度和拱的矢高．

图１　索拱结构力学分析模型
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考虑斜拉索的抗拉强度、拱的轴向强度及拱的

弯曲强度，利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理可以得到索拱结
构的非线性面内运动方程组［９］．


ｘ
｛Ｈ
ｖｃ
ｘ
＋ＥｃＡｃ（

ｙ０
ｘ
＋

　
ｖｃ
ｘ
）｛
ｖｇ（ｌｇ，ｔ）－ｖｃ（ｌｃ，ｔ）ｃｏｓ（θｇ＋θｃ）

ｌｃｓｉｎ（θｇ＋θｃ）
＋



第１期 吕建根等：索受外激励作用下索拱结构非线性动力学分析

　 １ｌｃ∫
ｌｅ

０
［
ｄｙ０
ｄｘ
ｄｖｃ
ｄｘ＋

１
２（
ｄｖｃ
ｄｘ）

２］ｄｘ｝｝＝

　ｍｃ
２ｖｃ
ｔ２
＋ｃｃ
ｖｃ
ｔ

（１ａ）

Ｎ
２ｖｇ
珋ｘ
＋ＥｇＡｇ（

２珋ｙ０
珋ｘ２
＋

　
２ｖｇ
珋ｘ２
）｛
ｖｇ（ｌｇ，ｔ）－ｖｃ（ｌｃ，ｔ）ｃｏｓ（θｇ＋θｃ）

ｌｃｓｉｎ（θｇ＋θｃ）
＋

　 １
２ｌｇ∫

ｌｇ

０
［（
ｖｇ
珋ｘ
＋
珋ｙ０
珋ｘ
）－（

珋ｙ０
珋ｘ
）２］ｄｘ｝－

　ＥｇＩｇ
４ｖｇ
珋ｘ４

＝ｍｇ
２ｖｇ
ｔ２
＋ｃｇ
ｖｇ
ｔ

（１ｂ）

其中，ｕｃ、ｕｇ分别表示索和拱在长度方向的纵向位

移，ｖｃ、ｖｇ分别表示索和拱的横向振动位移，Ｈ、Ｎ分

别为索和拱的初始轴向力，ＥｃＡｃ、ＥｇＡｇ分别为索的

抗拉刚度和拱的拉压刚度，ＥｇＩｇ为拱的面内抗弯刚

度，ｍｃ、ｍｇ分别为索和拱单位长度质量，ｃｃ、ｃｇ分别

为索和拱的结构阻尼系数，ｙ０、珋ｙ０分别为索和拱在
各自局部坐标系中的初始构形方程．

２　运动方程的摄动分析

在索拱结构中，索的自振频率通常比同阶弹性

拱的自振频率低很多，因此，索拱之间相互激励而产

生的内共振往往在索的高阶振动与弹性拱的低阶振

动之间．从而，在对索拱组合结构相互作用的内共振
分析过程中，必须包括索拱的高阶模态，下面对索拱

面内运动方程做Ｇａｌｅｒｋｉｎ无穷阶离散，可以假设

ｖｃ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｎ（ｘ）ｑｎ（ｔ）

ｖｇ（珋ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
φｎ（珋ｘ）珋ｑｎ（ｔ

{
）

（２）

将上式代入式（１）中，在式（１ａ）两边同乘以ｉ
（ｘ）在［０，ｌｃ］内积分，在式（１ｂ）式两边同乘以 φｉ
（珋ｘ）然后在［０，ｌｇ］内积分，在索运动方程中增加外
激励项，并利用振型函数的正交性，为了使阻尼效

应、非线性和激励项全部出现在同阶中，需引入任

意数ε，得到索拱结构无穷阶离散动力学方程
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其中系数表达式见文献［９］．同时为了利用多尺度
法求二次近似解，引入时间尺度 Ｔｉ＝ε

ｉｔ（ｉ＝１，２，
…），并为了定量描述 Ωｎ与 ω、以及 ω１，ｎ与 ω２，ｍ的
接近程度，引进参数σ１和σ２

Ωｎ＝ω１，ｎ＋εσ１；ω１，ｎ＝ω２，ｍ＋εσ２ （４）
按照多尺度法摄动步骤，消除久期项得到以下

可解性的条件
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从（４）～（５）式可以得知，除了Ａｎ和Ｂｍ之外，
所有的其它阶索拱的振幅在阻尼的作用下都衰减．
但是索拱非线性响应中存在直接激发的索模态以

及通过内共振而激发的拱模态．因此可解性条件可
以转化成为一个二维系统．假设Ａｎ＝ａｎ（Ｔ１）ｅ

ｉθｎ（Ｔｉ）／

２；Ｂｍ＝ｂｍ（Ｔ１）ｅ
ｉθｍ（Ｔｉ）／２，其中ａｎ和ｂｍ都是实函数，

代入可解性条件（５）式，并将结果分成实部和虚
部，整理之后可以得到平均方程的极坐标形式
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其中：γ１＝θｍ－θｎ－σ２Ｔ１，γ２＝σ１Ｔ１－θｎ．通过坐标
变换，可以得到平均方程的直角坐标形式如下：
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３　算例分析

３．１　平均方程系数及其求解
经对某索拱结构的计算分析得知，ω１，６＝４．

３５２，ω２，１＝４．４１５（ｎ＝６，ｍ＝１），即索的第６阶模态
和拱的第１阶模态之间可能出现１：１内共振，此时
则索和拱的其它模态之间不发生内共振，索拱的其

它模态在阻尼的作用下逐渐衰减，因此，索拱无穷

维稳态响应完全等同于为索拱两自由度的Ｇａｌｅｒｋｉｎ
离散模型的稳态响应，在索受到外激励作用下的内

共振分析中，假设索和拱的阻尼比 μ１，６＝μ２，１＝０．
０１，平均方程（６）中各个系数值见表１．

表１　平均方程的各个系数值

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆａｖｅｒａｇｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

σ２ ω１，６ ω２，１ α３，１６ α４，６１ γ１，６６６６ γ２，１１１１
０．６３ ４．３５２ ４．４１５ １０９．８９ ２．７９７ ４００４．６ ５８６．６５

索发生主共振情形下，系统的稳态解可以通过

令平均方程极坐标形式中的ａ′６＝ｂ
′
１＝γ

′
１＝γ

′
２＝０求

得，也可通过令平均方程直角坐标形式中的 ｕ′６＝ｖ
′
１

＝ｕ′１＝ｖ
′
２＝０，两者是等效的．在计算幅频响应曲线

或振幅与激励幅值关系曲线时，将参数先取一个较

小或较大的值，然后利用ＮｅｗｔｏｎＮａｐｈｓｏｎ方法来确
定一组稳态解．在确定一组初始值后，利用基于延
续原理的拟弧长算法［１１］向前或向后追踪整条解曲

线．在下面幅频关系曲线或振幅与激励幅值关系曲
线中，实线代表稳定解，虚线代表不稳定解，ＳＮＢ代
表鞍结分叉点，ＨＢ代表Ｈｏｐｆ分叉点．
３．２　索拱结构１：１内共振稳态解

图２和图３分别给出在索的第十阶模态受到
周期性激励而产生主共振情形下索和拱的幅频响

应曲线，其索的外激励幅值 ｆ＝２．０（Ｆ６＝２．１８ＫＮ／
ｍ）．从两幅图中可以看出，索和拱幅频曲线都有两
个共振峰值，都表现硬弹簧特性，索拱的共振点滞

后于确切共振点；不同之处在于，索表现出明显的

非线性特性，而拱的非线性特性不明显，索的共振

频域较宽，相比较而言，拱的共振频域狭小很多，说

明索更容易产生共振．
在索拱的幅频响应曲线中，当调谐参数σ１＜０．

２１时，平均方程的稳态解呈单值性，而且随着σ１的
增大，索拱的振幅单调增大；在σ１≈０．２１处，索拱的
稳态解曲线出现了第一个鞍结分叉点（ＳＮＢ１），从该

点分支出两条解曲线，从而出现了三条解曲线，两条

稳定，一条不稳定，最大的稳定解曲线与较大的不稳

定解曲线最终终止于第三个鞍结分叉点ＳＮＢ３（σ１≈
６．０）；在调谐参数处σ１≈５．２５，解曲线出现了第二
个鞍结分叉点（ＳＮＢ２），同样从该鞍结点出发，随着

σ１的增大，分支出两条解曲线，较大的一条不稳定，
较小的一条是稳定的，因此，在频域区间５．２５＜σ１＜
６．０，索拱的振幅存在五个值，三个稳定，两个不稳
定．特别值得注意的是，在较大的一支解曲线上，当

σ１≈１．０２时，此时平均方程的 Ｊｉａｃｂｉａｎ矩阵的一组
共轭特征值实部由负数变为正数，而虚部不等于零，

即存在一对共轭纯虚根，根据Ｈｏｐｆ定理可以判定在
该点邻域内发生了Ｈｏｐｆ分叉（ＨＢ１），该条解曲线由
稳定变得不稳定，随着的σ１增大，在σ１≈６．０８邻域
内，该条解曲线通过另一个Ｈｏｐｆ分叉（ＨＢ２）重新获
得了稳定性．从发生共振的振幅上看，索的振幅比拱
的振幅高一个数量级，说明了索的振动对拱的振动

影响很小．

图２　索的幅频响应曲线：Ω６≈ω１，６

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｃａｂｌｅｓ：Ω６≈ω１，６

图３　拱的幅频响应曲线：Ω６≈ω１，６

Ｆｉｇ．３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆａｒｃｈ：Ω６≈ω１，６

在给定三种不同调谐参数 σ１情况下，图４给
出了索拱振幅与激励幅值的关系曲线．在调谐参数

σ１较小时，索拱的振幅呈单值性，只有在调谐参数
大于某个临界值时，索拱的幅值逐渐出现多值、跳

跃现象及分叉等复杂的非线性动力学行为．随着激
励幅值ｆ的增大，模态的幅值越来越大．下面以 σ１

６１



第１期 吕建根等：索受外激励作用下索拱结构非线性动力学分析

＝０说明模态幅值的跳跃现象，随着 ｆ的增大，当 ｆ
＝３．１（Ｆ６＝３．１９ＫＮ／ｍ）时，幅值经过一个鞍结分
叉（ＳＮＢ２）后，发生跳跃现象，幅值沿着最大的一支
解曲线继续增大，若激励幅值 ｆ由一个较大值逐渐
减小，模态的幅值越来越小，当 ｆ＝０．２（Ｆ６＝０．
２１８ＫＮ／ｍ）时，幅值经过另一个鞍结分叉点（ＳＮＢ１）
后，发生跳跃现象，幅值跳到最小的解曲线上继续

减小．以σ１＝２．０说明模态幅值的Ｈｏｐｆ分叉现象，
随着ｆ的增大，当 ｆ≈０．２（Ｆ６＝０．２１８ＫＮ／ｍ）时，最
小的解曲线出现了 Ｈｏｐｆ分叉，从而解失去了稳定
性，当 ｆ≈３．１（Ｆ６＝３．１９ＫＮ／ｍ）时，解曲线经过另
一个Ｈｏｐｆ分叉又重新获得了稳定性．

图４　索和拱的振幅与激励幅值关系曲线：Ω６≈ω１，６（ａ）索；（ｂ）拱

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｏｆｃａｂｌｅｓａｎｄａｒｃｈ：Ω６≈ω１，６（ａ）ｃａｂｌｅｓ；（ｂ）ａｒｃｈ

３．３　索拱结构１：１内共振周期解及混沌解
根据Ｈｏｐｆ定理，系统经过 Ｈｏｐｆ分叉后，相空

间将产生稳定的极限环，平均方程的稳态解转变为

图５　索的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｃａｂｌｅｓ

周期解，系统由周期运动转变为拟周期运动．利用
四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对直角坐标形式的平均方程直
接进行数值积分，主要分析系统产生 Ｈｏｐｆ分叉期
间解的变化．在Ｈｏｐｆ分叉点附近，图５和图６给出
了平均方程的周期解，调谐参数 σ１从１．５７４增加

到１．９０３的过程中，观察到 Ｈｏｐｆ分叉的极限环经
过一系列倍周期分叉进入混沌状态的过程，从图中

可以看出，混沌运动是无序的、不可重复的．

图６　拱的相图

Ｆｉｇ．６　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆａｒｃｈ

４　结 语

通过对索拱结构在索受到外激励而产生主共

振情形下的索拱１：１内共振分析，可以得到以下几
点结论：

（１）在索拱结构中，当索的某高阶模态频率与
拱的某低阶模态频率大小接近时，若索受外激励作

用而出现主共振情形下，索拱之间可能出现内共振

现象，即索对拱产生激励，能量在索拱之间相互传

递，原本静止的拱也可能出现共振现象．
（２）索拱内共振存在不止一个共振点，由于索

对拱激励而产生的拱振幅很小，拱共振幅值的大小

与索外激励振幅大小有关．
（３）通过数值分析发现，随着有关参数细微的

变化，索拱内共振下稳态振动将出现不稳定，产生

稳定的极限环，随着参数的继续变化，导致倍周期

分叉并最终产生跳跃及混沌现象．
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