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复杂网络的脉冲同步
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摘要　研究了具有有界耦合函数的不确定复杂动态网络的脉冲同步问题．根据脉冲控制的概念和脉冲微分

方程的稳定性理论，我们利用一个灵活有效的脉冲控制实现了复杂动态网络的脉冲同步．最后，通过对混沌

系统做网络节点的动态网络的数字模拟，验证了我们提出的脉冲控制方案的有效性和实用性．
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引 言

网络中所有节点的同步是复杂动态网络中最

有意义和最引人关注的现象之一．复杂动态网络中
的同步可以解释很多自然现象，是在复杂动态网络

中创造秩序的重要机理之一，网络的同步问题已经

成为非线性科学领域的一个重要的研究课题．最
近，很多科学家投身到对网络同步的研究中，得到

了很多重要的结果［１７］．然而，大多数工作只是针对
网络结构和耦合函数已知的情况．在实际工作中，
预知网络的结构或节点间的耦合作用是很困难的，

有时甚至是不可能做到的．很多时候我们必须面对
网络结构或耦合关系不确定的动态网络，以下简称

不确定的动态网络．为了克服这一障碍，适应性控
制方法被提出来同步不确定的动态网络［８，９］．尽管
适应性同步方法很有效，但是对于复杂动态网络适

应性控制项通常要设计的非常复杂，不易实践．
我们将利用脉冲控制的方法研究复杂动态网

络的同步．脉冲控制的主要思想是在某些条件满足
时通过加入适当的控制项达到改变系统状态的目

的．脉冲控制项一般具有简单的结构，易于实践．最
近，脉冲同步方法开始被应用到动态网络上来，被

证明具有很大的应用潜力［１０１２］．根据脉冲控制的概
念和脉冲微分方程的稳定性理论，设计并分析了一

个简单有效的脉冲控制，实现了具有有界耦合函数

的不确定复杂动态网络的脉冲同步．在这个同步方
案中，我们充分考虑了不同节点在网络中的权重，

通过对少数权重较大的节点的控制实现了复杂动

态网络的同步．因此，我们的方法在实用上是很有
意义的．通过对 Ｃｈｕａ系统做网络节点的动态网络
的数字模拟，验证了我们提出的脉冲控制方案是有

效的．

１　模型的描述和主要结果

我们考虑一个由Ｎ个相同节点构成的复杂动
态网络，其中每个节点是一个 ｎ维动态系统．这个
复杂动态网络可以描述为

ｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｘｉ（ｔ））＋ｇｉ（ｘ１，…，ｘＮ）＋

　∑
∞

ｋ＝１
Ｕｉ（ｔ；ｘ１，…，ｘＮ）δ（ｔ－ｔｋ） （１）

其中，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｘｉ＝（ｘｉ１，…，ｘｉｎ）
Ｔ∈Ｒｎ是节点ｉ

的状态向量，ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ是反映单个节点动力学行为
的连续可微函数，ｇ：ＲｎＮ→Ｒｎ是不确定的线性或非
线性函数描述了网络中其它节点对节点 ｉ的耦合
作用，脉冲时刻序列｛ｔｋ｝∞ｋ＝１满足０≤ｔ１＜ｔ２＜… ＜ｔｋ
＜ｔｋ＋１＜…，ｌｉｍｋ→∞ｔｋ＝∞，δ（·）是Ｄｉｒａｃ脉冲函数，

δ（ｔ－ｔｋ）＝
１，　ｔ＝ｔ
０，　ｔ≠{ ｔ

（２）

Ｕｉ：Ｒ×Ｒ
ｎＮ→Ｒｎ是控制项．

为了得到动态网络（１）的同步，我们设计脉冲
控制项为

Ｕｉ（ｘ１，…，ｘＮ）＝∑
∞

ｋ＝１
Ｂｋ［ｘｉ（ｔ）－∑

Ｎ

ｊ＝１
ξｊｘｊ（ｔ）］ （３）

其中Ｂｋ∈Ｒ
ｎ×ｎ指脉冲强度，ξｊ∈Ｒ代表第 ｊ个节点

在网络控制中的权重且满足∑
Ｎ

ｊ＝１
ξｊ＝１．那么，网络

（１）可以被描述为下面的脉冲微分方程：
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ｘｉ（ｔ）＝ｆ（ｘｉ（ｔ））＋ｇｉ（ｘ１，…，ｘＮ），　ｔ≠ｔｋ

Δｘｉ（ｔｋ）＝Ｂｋ［ｘｉ（ｔｋ）－∑
Ｎ

ｊ＝１
ξｊｘｊ（ｔｋ

{
）］

（４）

其中ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｋ＝１，２，…，Δｘｉ（ｔｋ）＝ｘｉ（ｔ
＋
ｋ）－

ｘｉ（ｔ
－
ｋ）是状态向量在时刻ｔｋ发生的突变，ｘｉ（ｔ

＋
ｋ）＝

ｌｉｍ
ｔ→ｔ＋ｋ
ｘｉ（ｔ），ｘｉ（ｔ

－
ｋ）＝ｌｉｍ

ｔ→ｔ－ｋ
ｘｉ（ｔ）．不失一般性，假设 ｘｉ

（ｔ－ｋ）＝ｘｉ（ｔｋ），即ｘｉ（ｔ）是左连续的．

假设１　对于任意的ｘ，ｙ∈Ｒｎ，存在一个正数Ｌ，使得

‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）‖≤Ｌ‖ｘ－ｙ‖ （５）
对于任意的ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，节点ｉ和节点ｊ的

同步误差定义为ｅｉｊ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－ｘｊ（ｔ），则

当ｔ∈（ｔｋ－１，ｔｋ］时，ｅｉｊ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－ｘｊ（ｔ）＝ｆ
～
（ｅｉｊ

（ｔ））＋ｇｉ－ｇｊ，其中 ｆ
～
（ｅｉｊ（ｔ））＝ｆ（ｘｊ（ｔ）＋ｅｉｊ（ｔ））－ｆ

（ｘｊ（ｔ））．按照假设１，我们很容易得到‖ｆ
～
（ｅｉｊ（ｔ））‖

≤Ｌ‖ｅｉｊ（ｔ）‖．

当ｔ＝ｔｋ时，ｅｉｊ（ｔ
＋
ｋ）＝ｘｉ（ｔ

＋
ｋ）－ｘｊ（ｔ

＋
ｋ）＝（Ｉｎ＋

Ｂｋ）ｅｉｊ（ｔｋ），其中 Ｉｎ是单位矩阵．因此，误差动力系
统可以描述为

ｅｉｊ（ｔ）＝ｆ
～
（ｅｉｊ（ｔ））＋ｇｉ－ｇｊ，　ｔ≠ｔｋ

ｅｉｊ（ｔ
＋
ｋ）＝（Ｉｎ＋Ｂｋ）ｅｉｊ（ｔｋ{ ）

（６）

其中，ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ，ｋ＝１，２，…．显然，动态网络（１）
达到同步等价于误差系统（６）的零解渐近稳定．
假设２　存在一组整数ｄｉｊ＞０，ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ使得
对于任意的ｉ＝１，２，…，Ｎ，

‖ｇｉ（ｘ１，…，ｘＮ）‖≤∑
Ｎ

ｊ＝１
ｄｉｊ‖ｘｊ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）‖．（７）

注：由假设 ２可知，耦合函数 ｇｉ（ｘ１，…，ｘＮ）是
有界的不确定函数．
定理１　ｐｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ为一组正定矩阵，如果
存在常数ξ＞１使得下面的条件成立：

Ｉｎξγλｋ＋αδｍａｘ≤０，ｋ＝１，２，… （８）

其中γ＝ ｍａｘ
ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ

λｍａｘ（ｐｉｊ）
λｍｉｎ（ｐｉｊ{ }），λｍａｘ（ｐｉｊ和λｍｉｎ（ｐｉｊ）分

别为矩阵 ｐｉｊ的最大、最小特征值，λｋ是矩阵（Ｉｎ＋

Ｂｋ）
Ｔ（Ｉｎ＋Ｂｋ）的最大特征值，

α＝ ｍａｘ
ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ

βｉｊ
λｍｉｎ（ｐｉｊ）

＋λｍａｘ（ｐｉｊ{ }），
β＝Ｌ２＋λｍａｘ（ｐｉｊ）∑

Ｎ

ｋ＝１
ｄｉｋ＋ｄｉｊ∑

Ｎ

ｋ＝１
λｍａｘ（ｐｉｋ）＋

　λｍａｘ（ｐｉｊ）∑
Ｎ

ｋ＝１
ｄｊｋ＋ｄｊｉ∑

Ｎ

ｋ＝１
λｍａｘ（ｐｋｊ），

δｍａｘ＝ｍａｘｋ＝１，２，…
｛ｔｋ＋１－ｔｋ｝，

则误差系统（６）的零解渐近稳定，即动态网络（１）
得到同步 ．

注：在实践中，为了达到脉冲控制的目的，脉冲

间隔是有界的且存在最大的时间间隔，即δｍａｘ存在．

２　数值模拟

本节，通过数字模拟以 Ｃｈｕａ系统做网络节点
的动态网络，来验证上面提到的脉冲控制方案的有

效性．Ｃｈｕａ系统可以描述为非线性的ＯＤＥ，
ｘ１（ｔ）＝α［ｘ２－ｘ１－φ（ｘ１）］，

ｘ２（ｔ）＝ｘ１－ｘ２＋ｘ３，

ｘ３（ｔ）＝－βｘ
{

２

（９）

其中α，β是参数，φ（ｘ）为分段线性函数刻划了Ｃｈｕａ
电路中的二极管，φ（ｘ１）＝ｂｘ＋０．５（ａ－ｂ）（｜ｘ１＋１｜
－｜ｘ１－１｜），其中ａ＜ｂ＜０是两个常数．众所周知，
当α＝９．２２，β＝１５．９９，ａ＝－１．２５，ｂ＝－０．７６时，
Ｃｈｕａ系统是混沌的．
例 １　考虑由１００个Ｃｈｕａ系统构成的动态网络：

　

ｘｉ１（ｔ）＝９．２２［ｘｉ２－ｘｉ１－φ（ｘｉ１）］＋∑
１００

ｉ＝１
ａｉｊｇｉｊ，

ｘ２（ｔ）＝ｘｉ１－ｘｉ２＋ｘｉ３，　　　　　　　ｔ≠ｔｋ
ｘ３（ｔ）＝－１５．９９ｘｉ

{
２

（１０）

　Δｘｉ（ｔｋ）＝Ｂｋ［ｘｉ（ｔｋ）－∑
Ｎ

ｊ＝１
ξｊｘｊ（ｔｋ）］，ｋ＝１，２，… （１１）

其中，ｘＴｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，ｘｉ３）为节点 ｉ的状态变量，ｉ＝１，
２，…，１００，ｇｉｊ＝ｓｉｎ（ｘｊ１－ｘｉ１），

Ａ＝

０ １ ２ … ０ ０
０ ０ １ … ０ ０
０ ０ ０ … ０ ０
… … … … … …

２ ０ ０ … ０ １
１ ２ ０ …



















０ ０

（１２）

注意，这里的矩阵Ａ是非扩散的．

图１　ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００时的误差图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００

２
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设脉冲是等距的，脉冲区间为δ＝０．１，Ｂｋ＝ｄｉ
ａｇ｛－０．４，－０．４，－０．４｝，ｋ＝１，２，…．每个系统的
初始值随机的在实数区间［－２０，２０］上选取．利用
Ｍａｔｌａｂ对几组不同权重分布情况所做的模拟分别

展示在图１图４中，其中ｅｉ１＝
∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ１－ｘ１１｜
９９ ，ｅｉ２＝

∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ２－ｘ１２｜
９９ ，ｅｉ３＝

∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ３－ｘ１３｜
９９ ．

图２　ξ１＝０．５，ξ２＝０．３，ξ３＝０．２，ξ４＝…＝ξ１００＝０时的误差图

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝０．５，ξ２＝０．３，ξ３＝０．２，ξ４＝…＝ξ１００＝０

图３　ξ１＝１，ξ２＝…＝ξ１００＝０时的误差图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝１，ξ２＝…＝ξ１００＝０

图４　ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝０时的误差图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝０

在图１中，ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００．节点１与

节点 ｉ的状态误差随着时间的演化渐近趋向零，即

动态网络（１）达到同步．在图２中，ξ１＝０．５，ξ２＝０．

３，ξ３＝０．２，ξ４＝… ＝ξ１００＝０，动态网络（１）达到同

步．在图３中，ξ１＝，ξ２＝… ＝ξ１００＝０，动态网络（１）

达到同步．当时，即脉冲控制项不起作用时，网络

（１）不能同步，模拟结果由图４显示．
例２　在下面的模拟中，我们假设 Ｎ＝１００，节点之
间不存在连续时刻的耦合，即

ｇｉ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）＝０，　ｉ＝１，２，…，１００．
脉冲是等距的，脉冲区间为 δ＝０．０５，Ｂｋ＝ｄｉａｇ｛－
０．１，－０．１，－０．１｝，Ｋ＝１，２，…，这１００个系统的初
始值分别随机的在实数区间 ［０，２０］上．利用 Ｍａｔ
ｌａｂ所作的模拟结果展示在图 ５７中，其中 ｅｉ１＝

∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ１－ｘ１１｜
９９ ， ｅｉ２ ＝

∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ２－ｘ１２｜
９９ ， ｅｉ３ ＝

∑１００
ｉ＝２｜ｘｉ３－ｘ１３｜
９９ ．

图５　ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００时的误差图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００

图６　ξ１＝０．７，ξ２＝０．３，ξ３＝…＝ξ１００＝０时的误差图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝０．７，ξ２＝０．３，ξ３＝…＝ξ１００＝０

图７　ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝０时的误差图

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｅｒｒｏｒｓｗｉｔｈξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝０

在图５中，ξ１＝ξ２＝…＝ξ１００＝１／１００．节点１与
节点 ｉ的状态误差随着时间的演化渐近趋向零，即

３
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动态网络（１）达到同步．在图６中，ξ１＝０．７，ξ２＝０．
３，ξ３＝…＝ξ１００＝０，动态网络（１）达到同步．在图７
中，．此时脉冲控制消失，网络（１）不能同步．

３　结论

研究了复杂动态网络的脉冲同步．根据脉冲控
制的概念和脉冲微分方程的稳定性理论，设计并分

析了一个简单实用的脉冲控制．对于具有有界的耦
合函数的不确定动态网络，实现了脉冲同步．通过
对Ｃｈｕａ系统做网络节点的动态网络的数字模拟，
证明了我们提出的脉冲控制方案是有效的．

与其它结论相比，本文考虑了网络中所有节点

对网络的同步状态可能的影响．理论上，每个节点
对网络同步的影响大小由节点在网络中的权重来

决定．实际上，我们可以选择绝大多数节点的权重
为零，而通过少数节点的有意义的控制来实现网络

同步．另一方面，数值结果也表明我们的方法在具
有非零权重的节点的选择上有很大的自由度．因
而，我们的方法在实际应用上是非常有意义的．
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