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汇众重型汽车基金资助项目

四自由度汽车迟滞非线性系统的混沌

肖海斌　方明霞
（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　考虑悬架系统的激励为有迟滞的路面输入正弦激励，建立了１／２四自由度汽车悬架系统的非线性动

力学模型．用数值方法在Ｍａｔｌａｂ平台上进行动力学仿真，绘制了 Ｐｏｉｎｃａｒｅ图，研究了汽车悬架系统的混沌响

应．发现在迟滞非线性系统中，悬架系统很容易产生混沌运动，给汽车行驶平顺性带来不利影响，对汽车产

生较大的危害．
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引 言

滞后非线性是很常见的系统非线性特性，其主

要特点是多值性和非光滑性，非常容易产生分岔、

混沌等复杂的动力学行为．它广泛存在于实际工程
振动系统中，并涉及多个领域．汽车可以作为一个
复杂的多体动力系统模型．我们可以依照建模目的
来确定汽车悬架系统的自由度，现阶段已经有针对

不同动力学行为建立的多种汽车悬架模型．本文首
先建立了四自由度１／２汽车悬架模型来研究汽车
悬架的振动［１］，模型考虑簧载质量垂直运动和绕质

心转动以及轮胎的变形［４］，这一研究对汽车设计有

很大的作用．而后，在 ＭＡＴＬＡＢ平台上对动力响应
进行模拟，包括响应曲线，分岔图和庞加雷图．结果
表明，在汽车行进过程中可能存在混沌振动．

１　考虑非线性的四自由度悬架系统模型的
建立

悬架的迟滞非线性特性可通过试验获得，一般

在振动状态下，其应力—应变循环具有变刚度变阻

尼的非光滑、强非线性特性，恢复力表现出与变形

历史有关的迟滞性，恢复力表达式如下［２］：

　Ｆ（ｘ，ｘ）＝∑
（ｎ０＋１）／２

ｉ＝１
ａ２ｉ－１ｘ

２ｉ－１＋∑
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ｉ＝０
ａ２ｉｘ

２ｉｓｇｎ（ｘ）＝

ＦＫ（ｘ）＋ＦＣ（ｘ，ｘ） （１）
把恢复力分为两部分，由（１）式第一部分可得到弹
性恢复力的数学模型为：

ＦＫ ＝ ∑
（ｎ０＋１）／２

ｉ＝１
Ｋ２ｉ－１ｘ

２ｉ－１ （２）

取前三阶其展开形式为

ＦＫ（ｘ）＝Ｋ１ｘ＋Ｋ３ｘ
３ （３）

式中Ｋｉ表示动刚度系数．
式（１）中第二部分为阻尼力部分，其数学模型

较为复杂．因为产生阻尼的因素较多，并且在某一
振动系统中常常存在多种阻尼成分，若仅用一种阻

尼描述，与实际情况相差较远．仿照平方非线性阻
尼的描述，本文引入阻尼因子的概念，它可以描述

多种阻尼成分，且物理意义明确．现构造阻尼因子
数学模型为：

ＦＣ（ｘ，ｘ）＝Ｃ｜ｘ｜
ｎｓｇｎ（ｘ） （４）

式中，ｎ为阻尼因子，ｎ越大阻尼力对速度的变化越
敏感．ｎ＝０时，系统中的阻尼呈现为干摩擦阻尼；ｎ
＝１时，为粘性阻尼；０＜ｎ＜１时，阻尼中既有粘性
阻尼，又有干摩擦阻尼；ｎ＞１时，表现为“高阶”阻
尼．

２　整车考虑限位器的非线性动力学模型建
立与仿真

２．１　整车迟滞非线性动力学模型建立
通常，在远离车轮固有频率的较低激振频率范

围，轮胎动变形很小，忽略其弹性与车轮质量，得到

分析车身垂直振动及簧载质量绕其质心转动的简

单的四自由度非线性系统模型．
忽略车身弹性变形，得整车系统四自由度非线
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性运动微分方程如下：

ｍＺ¨０＋ｋ１１（Ｚ０－ａＺ３－Ｚ１）＋ｋ１３（Ｚ０－ａＺ３－

　Ｚ１）
３＋Ｃ１（Ｚ

·

０－ａＺ
·

３－Ｚ
·

１）
ｎ１ｓｇｎ（Ｚ·０－ａＺ

·

３－

　Ｚ·１）＋ｋ２１（Ｚ０＋ｂＺ３－Ｚ２）＋ｋ２３（Ｚ０＋ｂＺ３－

　Ｚ２）
３＋Ｃ２（Ｚ

·

０＋ｂＺ
·

３－Ｚ
·

２）
ｎ２ｓｇｎ（Ｚ·０＋

　ｂＺ· ３－Ｚ
·

２）＝０

ＪＺ¨３－ｋ１１ａ（Ｚ０－ａＺ３－Ｚ１）－ｋ１３ａ（Ｚ０－ａＺ３－

　Ｚ１）
３－Ｃ１ａ（Ｚ

·

０－ａＺ
·

３－Ｚ
·

１）
ｎ１ｓｇｎ（Ｚ０－ａＺ３－

　Ｚ１）＋ｋ２１ｂ（Ｚ０＋ｂＺ３－Ｚ２）＋ｋ２３ｂ（Ｚ０＋ｂＺ３－

　Ｚ２）
３＋Ｃ２ｂ（Ｚ

·

０＋ｂＺ
·

３－Ｚ
·

２）
ｎ２ｓｇｎ（Ｚ０＋

　ｂＺ３－Ｚ２）＝０

ｍＺ¨１－ｋ１１（Ｚ０－ａＺ３－Ｚ１）－ｋ１３（Ｚ０－ａＺ３－

　Ｚ１）
３－Ｃ１（Ｚ

·

０－ａＺ
·

３－Ｚ
·

１）
ｎ１ｓｇｎ（Ｚ·０－ａＺ

·

３－

　Ｚ·１）＋ｋｔ１（Ｚ１－ｑ１）＝０

ｍ２Ｚ
¨
２－ｋ２１（Ｚ０＋ｂＺ３－Ｚ２）－ｋ２３（Ｚ０＋ｂＺ３－

　Ｚ２）
３－Ｃ２（Ｚ

·

０＋ｂＺ
·

３－Ｚ
·

２）
ｎ２ｓｇｎ（Ｚ·０＋ｂＺ

·

３－

　Ｚ·２）＋ｋｔ２（Ｚ２－ｑ２）＝０ （５）

图１　汽车四自由度非线性振动模型

Ｆｉｇ．１　４－ｄｅｇｒｅｅＡｕｔｏｍｏｂｉｌｅＳｙｓｔｅｍ

式中：

ｍ１、ｍ２—前、后轴非簧载质量（Ｋｇ）

ｍ—汽车簧载质量（Ｋｇ）

Ｊ—簧载质量绕其质心的转动惯量（Ｋｇ．ｍ２）

前悬架动刚度系数（Ｎ／ｍ）
前悬架动阻尼系数（Ｎ．ｓ／ｍ）和阻尼因子
后悬架动刚度系数（Ｎ／ｍ）
后悬架动阻尼系数（Ｎ．ｓ／ｍ）和阻尼因子

ｋｔ１、ｋｔ２—前、后轮胎等效刚度（Ｎ／ｍ）

ａ、ｂ—前、后车轮中心到簧载质量质心的水平

距离（ｍ）

ｑ１、ｑ２—路面不平度对前、后车轮的激励（ｍ）

ｚ０—簧载质量质心的垂直位移（ｍ）

ｚ１、ｚ２—前、后车轮的垂直位移（ｍ）
ｚ３—簧载质量绕其质心的角位移（ｒａｄ）

２．２　路面正弦激励
由路面产生的激励采用正弦激励．因此，路面

粗糙度可近似的由以下方程来描述：

ｑ１＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ） （６）
其中Ａ和ｆ分别是路面正弦扰动的振幅和频率．

后轮的激励可表示为如下：

ｑ２＝Ａｓｉｎ（２πｆｔ＋α） （７）

α是前后轮激励的时间差．

３　仿真结果

利用数值方法在 Ｍａｔｌａｂ平台上采用 ４阶
Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ算法对系统具有迟滞特性的非线性
方程进行求解．由于数值计算结果会因为相对较大
的时间步长而产生与混沌有关的错误值，这里采用

变化步长来杜绝因时间离散化产生类似结果．

图２　频域内的振动响应

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ

通常，我们通过以振动系统的振幅相对于激励

频率变化的频响图来分析系统动力学响应［５］．对于
给定的系统模型．振幅以位移绝对值的最大值计，
控制参数为来自路面激励的频率．对于本文研究系
统，振幅定义为位移绝对值的最大值，而控制参数

定义为路面激励频率．图２是在频率 ｆ逐渐变化情
况下模型的频响图激励函数在振幅 Ａ＝０．０８ｍ，激
励时滞值α＝π／９，０＜ｆ＜３Ｈｚ，并以频率变化步长
为０．０１Ｈｚ作为振动控制参数时簧载质量的垂直位
移、簧载质量绕其质心旋转的角度、前轮垂直位移

以及后轮垂直位移图．显然，在假定激励下前后轮

８７３
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非簧载质量的频率响应图相似；而簧载质量的垂直

位移以及绕质心旋转的角度图像很相似，都在０．
１５Ｈｚ处有峰值，随后峰值下降到接近零值（但非零
值），即趋于稳定值．表明在这一区域内振动响应有
突变的迹象，值得在此频率下的时域内深入研究．
而在图（ｃ）、（ｄ）中，前后轮的垂直位移响应基本在
小范围内（０．０８－０．０９Ｈｚ）发生变化，不过很明显，
我们在图中观察到，一些不连续点，如在０Ｈｚ、２Ｈｚ
处响应值明显低于大趋势．

在动力学系统中，常用分岔图来校验在某个参

数变化下的模型的响应图像．在本文的研究中，我
们通过得到位移的Ｐｏｉｎｃａｒｅ点来描述混沌状态．

图３表示的是θ（ｔ）随着参数 α从０到２π的
转角变化图．α的增量是 π／１８０．计算的时间跨度
是［０，４００ｓ］，初始状态设置为静止状态．研究了振
动转角的响应随着相位角的变化关系，描述了相位

角在振动响应中的作用．

图３　发动机转角与输入相位角的关系

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｈａｓｅａｎｇｌｅａｎｄｅｎｇｉｎｅｃｏｒｎｅｒ

图４中所示为ｘｂ（ｔ），θ（ｔ），ｘｆ（ｔ），ｘｒ（ｔ）的时间

历程图．初始的１６００个激励环的时间历程数据不

显示在途中，这样是为了保证我们采用的数据是在

振动的稳定状态．我们从选取时段 ｔ来选取时间历

程ｘｂ（ｔ），θ（ｔ），ｘｆ（ｔ），ｘｒ（ｔ）四个物理量，并且每个

时间数据都有的１０５长度．

为了在计算过程中产生时间嵌入式向量，我们

以平均共有信息来计算时滞值［３］．图４中对应的

Ｐｏｉｎｃａｒｅ图的时间历程的系统响应被显示在图 ５
中，每个Ｐｏｉｎｃａｒｅ图包括所选的４０００个点．图５可

以观察到存在陌生的吸引因子存在．结果表明系统
的响应是混沌的．在图５随时地模拟结果中显示我
们得到的Ｐｏｉｎｃａｒｅ图很显然，在簧载质量的振动过

程中如（ａ）、（ｂ）所示，得到的是混沌图，而在（ｃ）、

（ｄ）图中得到的是极限环形状的点集，我们分析它
的原因，对于簧载质量下的车架的运动，由于考虑

了橡胶迟滞非线性的影响，迟滞非线性恢复力对车

架产生作用，而在非簧载质量下，直接受到路面的

正弦激励，进行比较之后，我们可以下结论，橡胶的

迟滞非线性特性将使汽车在稳定行驶过程中，在车

架部位产生混沌振动，给汽车行驶平顺性带来不利

影响．

图４　时域内的振动响应

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ

图５　四自由度的ｐｏｉｎｃａｒｅ图

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓｏｆｆｏｕｒｄｅｇｒｅｅｓ

４　结论

本文研究了在两个正弦激励下考虑非线性的

四自由度汽车悬架系统的混沌并研究了数值仿真

结果．我们发现，混沌响应可能存在于频响图的非
稳定区域，并且给汽车行驶产生很大的不利因素．
尽管汽车的力学模型仅仅是一个简化模型而且我

９７３
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们所选的控制参数和汽车的实际数据有一定的差

别，我们的结果仍然在汽车的动力学设计中是有效

的．另外，在实验中确认此类模型的混沌存在还有
待于进一步研究．
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