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平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的计算
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摘要　提出一种平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的精确计算方法．在有限单元法和纽马克 －β

法的基础上推导了平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的计算公式，用ｍａｔｌａｂ语言编制了平面框架

结构地震力的设计敏度和海森矩阵的计算程序，实现了平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的精确

计算．最后给出一个二层平面框架结构算例，数值结果表明本文所提的地震力的设计敏度和海森矩阵的计

算方法是有效的和高效的．
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引 言

结构动力响应设计敏度和海森矩阵的计算是

结构动力响应优化设计的关键技术之一，设计敏度

和海森矩阵即是一阶导数和二阶导数信息，它反映

设计变量或参数的改变对目标函数或约束函数的

影响，一阶导数和二阶导数信息被用于确定最优解

的搜索方向，建立近似方程或用于构造优化迭代计

算公式及进行结构的动力设计修改．现有计算方法
主要有有限差分法、解析法和半解析法［１］．解析法
效率高，精度有保障，但结构的动力响应的导数的

求解有时非常困难，完全利用解析法几乎不可能，

通常要借助有限差分法或半解析法，如 Ｍ．Ｂｏｇｏ
ｍｏｌｎｉ［２］等采用有限差分法计算结构的动力设计敏
度，但有限差分法通常用数值差商近似代替微商，

导致结构重分析次数成倍的增加，降低了求解的效

率，并且求解的精度与差分步长有关，差分步长的

确定比较困难．我国林家浩［３］较早对结构动力优化

中的灵敏度问题进行了分析研究，林树枝等［４］提出

了结构动力响应灵敏度分析的振型叠加法，邹时

智等［５，６］提出了一种结构动力响应灵敏度分析的

Ｌａｐｌａｃｅ变换法，潘振宽等［７，８］提出了一种动力学设

计灵敏度分析方法．地震力是指地震时强烈的地面
运动引起的结构惯性力，其大小不完全决定于地震

时地面运动的强烈程度，还决定于结构的动力特

性，在结构设计中，通常算得的地震力后，将地震力

作用于结构按静力学方法计算结构的内力和变形，

因此在抗震结构动力响应优化设计中地震力通常

出现在约束函数或目标函数中，当采用某些数学规

划法如牛顿法、拟牛顿法［９］进行抗震结构优化设计

时，就象需要计算重力的设计敏度和海森矩阵一

样，地震力的设计敏度和海森矩阵的计算也是不可

避免的，因此有必要分析地震力的设计敏度和海森

矩阵．目前，关于地震力的设计敏度和海森矩阵计
算的报道在国内外文献中尚未见到．本文提出一种
平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的计算

方法，在有限单元法［１０］和纽马克－β法［１１］的基础上

推导了平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵

的计算公式，用ｍａｔｌａｂ语言编制了平面框架结构地
震力的设计敏度和海森矩阵的计算程序，并给出了

一个二层平面框架的计算实例，计算结果表明本文

所提的地震力的设计敏度和海森矩阵的计算方法是

可行的，该算法可推广到其他的结构形式．

１　平面杆系总的刚度矩阵、总的质量矩阵、
总的阻尼矩阵对设计变量的一阶和二阶导数

１．１　杆单元刚度矩阵对设计变量的一阶和二阶导数
平面杆单元如图 １所示，单元编号为 ｅ，局部

坐标系珋ｘ珋ｙ的正向由结点 ｉ指向结点 ｊ，在局部坐标
系下结点ｉ的位移有两个线位移 珔ｕｉ，珋ｖｉ和一个角位

移θｉ，结点ｊ的位移有两个线位移珔ｕｊ，珋ｖｊ和一个角位

移θｊ，整体坐标系为 ｘｏｙ，在整体坐标系下结点 ｉ的



第４期 刘齐茂等：平面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的计算

位移有两个线位移ｕｉ，ｖｉ和一个角位移θｉ＝θｉ，结点

ｊ的位移有两个线位移 ｕｊ，ｖｊ和一个角位移 θｊ＝θｊ，
局部坐标系和整体坐标系的夹角为φ，单元长度为
ｌｅ，单元截面为矩形截面（宽 ｂｅ和高 ｈｅ称为单元 ｅ
的设计变量）．

图１　平面杆单元及单元的设计变量

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎａｒｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔａｎｄｉｔｓｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓ

根据参考文献［１２］，在局部坐标系下单元的

刚度矩阵为
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等式（１）两边分别对设计变量求导一次两次

得
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，
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和
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２Ｋｅ
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．

根据参考文献［１２］，单元坐标转换矩阵为
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０ ０ ０ ０ ０ １

（２）

通过式（２）计算单元坐标转换矩阵后，可求得

在整体坐标系下单元的刚度矩阵为

Ｋｅ＝ＴｅＴＫｅＴｅ （３）

等式两边分别对设计变量求导一次两次得

Ｋｅ

ｂｅ
、
Ｋｅ

ｈｅ
和
２Ｋｅ

ｂｅｂｅ
、
２Ｋｅ

ｈｅｈｅ
、
２Ｋｅ

ｂｅｈｅ
、
２Ｋｅ

ｈｅｂｅ
．显然，编

号为ｅ单元的单元刚度矩阵对其他单元设计变量
的一阶和二阶导数必然为零矩阵．

１．２　总的刚度矩阵对设计变量的一阶和二阶导数
得到在整体坐标系下各个单元刚度矩阵及其

对设计变量的一阶和二阶导数后，即可通过“对号

入座法”集成杆系总的刚度矩阵 Ｋ及其对设计变

量的一阶导数
Ｋ
ｂｅ
、
Ｋ
ｈｅ
和二阶导数
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．由于编号为 ｅ单元的单元刚度矩阵

对其他单元（如编号为 ｋ的单元）设计变量的一阶

和二阶导数为零矩阵，故当 ｅ≠ｋ时，矩阵 ２Ｋ
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、
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１．３　杆单元质量矩阵对设计变量的一阶和二阶导数
在局部坐标系下单元的集中质量矩阵为
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其中，ρ为单元材料的密度．
等式（４）两边对设计变量求导一次两次可得
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和
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．

在整体坐标系下单元的集中质量矩阵为

Ｍｅ＝ＴｅＴＭｅＴｅ （５）

等式（５）两边分别对设计变量求导一次两次

得
Ｍｅ
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、
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ｈｅ
和
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、
２Ｍｅ

ｈｅｈｅ
、
２Ｍｅ

ｂｅｈｅ
、
２Ｍｅ

ｈｅｂｅ
．显然，

编号为ｅ单元的单元集中质量矩阵对其他单元设
计变量的一阶和二阶导数必然为零矩阵．

１．４　总的质量矩阵对设计变量的一阶和二阶导数
得到在整体坐标系下各个单元集中质量矩阵

及其对设计变量的一阶和二阶导数后，即可通过

“对号入座法”集成杆系总的质量矩阵Ｍ及其对设

计变量的一阶导数
Ｍ
ｂｅ
、
Ｍ
ｈｅ
和二阶导数

２Ｍ
ｂｅｂｅ

、

１６３
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２Ｍ
ｈｅｈｅ

、
２Ｍ
ｂｅｈｅ

、
２Ｍ
ｈｅｂｅ

．由于编号为ｅ单元的单元集

中质量矩阵对其他单元（如编号为 ｋ的单元）设计
变量的一阶和二阶导数为零矩阵，故当ｅ≠ｋ时，矩

阵
２Ｍ
ｂｅｂｋ

、
２Ｍ
ｈｅｈｋ

、
２Ｍ
ｂｅｈｋ

、
２Ｍ
ｈｋｂｅ

必为零矩阵．

１．５　总的阻尼矩阵对设计变量的一阶和二阶导数
阻尼矩阵采用瑞雷阻尼

Ｃ＝α１Ｍ＋α２Ｋ （６）

其中，α１＝
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ω１
－
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ω２
）
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ω２２－ω

２
１

．取 ζ１

＝ζ２＝０．０５，ω１、ω２分别为结构的一阶和二阶固有
频率．

等式（６）两边分别对设计变量求导一次两次

得
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、
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时，矩阵
２Ｃ
ｂｅｂｋ

、
２Ｃ
ｈｅｈｋ

、
２Ｃ
ｂｅｈｋ

、
２Ｃ
ｈｋｂｅ

为零矩阵．

２　平面框架结构地震力的设计敏度和海森
矩阵的计算公式及流程图

用平面杆单元将平面框架结构划分为 ｍ个单
元，设计变量依次为 ｂｉ，ｈｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ），为了公
式推导的方便引入设计变量向量，

ｄ＝［ｂ１　ｈ１　ｂ２　ｈ２　…　…　ｂｍ　ｈｍ］ （７）
在地面水平加速度时程 ｘ̈ｇ的激励下的运动微

分方程组用矩阵的形式表示为

Ｍｘ̈＋Ｃｘ＋Ｋｘ＝－ＭＥｕ̈ｘｇ （８）
初始条件为

ｘ（０）＝ｘ０
ｘ（０）＝ｘ{

０

（９）

其中，ｘ、ｘ、̈ｘ为在整体坐标系下杆系的结点相对于地
面的位移向量、结点相对于地面的速度向量和结点

相对于地面的加速度向量，Ｅｕ为向量，在结点线位
移ｕ为１，在结点线位移ｖ和角位移θ方向上为０．

在任意时刻ｔ＋Δｔ体系均满足下列方程：
Ｍｘ̈（ｔ＋Δｔ）＋Ｃｘ（ｔ＋Δｔ）＋Ｋｘ（ｔ＋Δｔ）＝
　－ＭＥｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ） （１０）
假设在初始时刻地面水平加速度 ｘ̈ｇ（０）＝０，

并且初始条件：ｘ（０）＝０，ｘ（０）＝０，因此根据式（８）
或式（１０）可计算初始加速度向量 ｘ̈（０），即结构在
初始时刻为静止状态，结构的动力响应，动力响应

的一阶和二阶导数均为零，因此初始条件的计算变

得很简单．
结构所受到的地震力向量 Ｆ（ｔ＋Δｔ）等于质量

阵乘以结点的绝对加速度的反号，见式（１６）．用纽
马克－β法计算地震力向量的计算步骤：

ａ．０　初始计算：
ａ．１　ｘ（０）＝０，ｘ（０）＝０，̈ｘ（０）＝０，Ｆ（０）＝０．
ａ．２　由积分参数 δ和 β，取 δ≥０．５，β＝０．２５

（０．５＋δ）２，计算积分常数 ａ０＝
１
βΔｔ２
，ａ１＝

δ
βΔｔ
，ａ２＝

１
βΔｔ
，ａ３＝

１
２β
－１，ａ４＝

δ
β
－１，ａ５＝

Δｔ
２（
δ
β
－２），ａ６＝Δｔ

（１－δ），ａ７＝δΔｔ．
ａ．３　形成刚度矩阵Ｋ、质量矩阵Ｍ，阻尼矩阵

为Ｃ．
ａ．４　形成有效的刚度矩阵Ｋ，
Ｋ ＝Ｋ＋ａ０Ｍ＋ａ１Ｃ （１１）
ｂ．０　计算ｔ＋Δｔ时刻的响应：
ｂ．１　计算ｔ＋Δｔ时刻的有效荷载：
Ｆ（ｔ＋Δｔ）＝－ＭＥｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ）＋Ｍ［ａ０ｘ（ｔ）＋
　ａ２ｘ（ｔ）＋ａ３ｘ̈（ｔ）］＋Ｃ［ａ１ｘ（ｔ）＋ａ４ｘ（ｔ）＋
　ａ５ｘ̈（ｔ）］ （１２）
ｂ．２　求解方程，
Ｋｘ（ｔ＋Δｔ）＝Ｆ（ｔ＋Δｔ） （１３）

求得ｔ＋Δｔ时刻的结点位移ｘ（ｔ＋Δｔ）．
ｂ．３　求解ｔ＋Δｔ时刻的加速度：
ｘ̈（ｔ＋Δｔ）＝ａ０［ｘ（ｔ＋Δｔ）－ｘ（ｔ）］－
　ａ２ｘ（ｔ）－ａ３ｘ̈（ｔ） （１４）
ｂ．４　求解ｔ＋Δｔ时刻的速度：
ｘ（ｔ＋Δｔ）＝ｘ（ｔ）＋ａ６ｘ̈（ｔ）＋ａ７ｘ̈（ｔ＋Δｔ） （１５）
ｂ．５　求解ｔ＋Δｔ时刻地震力向量：
Ｆ（ｔ＋Δｔ）＝－Ｍ［̈ｘ（ｔ＋Δｔ）＋Ｅｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ）］

（１６）
重复ｂ．１至ｂ．５步即可求得各时刻的地震力向量．
２．１　在 ｔ＋Δｔ时刻地震力对设计变量一阶导数的
计算公式推导

等式（１３）两边对设计变量ｄｉ求导，得

Ｋ

ｄｉ
ｘ（ｔ＋Δｔ）＋Ｋｘ（ｔ＋Δｔ）ｄｉ

＝Ｆ
（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ
（１７）

移项，得计算在 ｔ＋Δｔ时刻结点位移响应对设计变
量的一阶导数公式如下

２６３
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Ｋｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＝Ｆ
（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

－Ｋ


ｄｉ
ｘ（ｔ＋Δｔ）

（１８）
在式（１７）和式（１８）中，（等式（１１）和等式（１２）两
边分别对设计变量求导获得如下两式）

Ｋ

ｄｉ
＝Ｋ
ｄｉ
＋ａ０
Ｍ
ｄｉ
＋ａ１

Ｃ
ｄｉ

（１９）

Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＝－Ｍ
ｄｉ
Ｅｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ）＋

　Ｍ
ｄｉ
［ａ０ｘ（ｔ）＋ａ２ｘ（ｔ）＋ａ３ｘ̈（ｔ）］＋

　Ｍ［ａ０
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ２
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ３
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ
］＋

　Ｃ
ｄｉ
［ａ１ｘ（ｔ）＋ａ４ｘ（ｔ）＋ａ５ｘ̈（ｔ）］＋

　Ｃ［ａ１
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ４
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ５
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ
］ （２０）

由式（１８）求得ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

后，等式（１４）两边对

设计变量进一步求导，可求解 ｔ＋Δｔ时刻结点加速
度响应对设计变量的一阶导数如下

̈ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＝ａ０
ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

－ｘ（ｔ）
ｄ[ ]
ｉ
－

　ａ２
ｘ（ｔ）
ｄｉ

－ａ３
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ

（２１）

求得
̈ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

后，等式（１５）两边对设计变量

进一步求导，可求解 ｔ＋Δｔ时刻结点速度响应对设
计变量的一阶导数如下

ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＝ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ６
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ７
̈ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ
（２２）

等式（１６）两边对设计变量ｄｉ求导，可求解ｔ＋

Δｔ时刻地震力对设计变量的一阶导数如下

Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＝－Ｍ
ｄｉ
ｘ̈（ｔ＋Δｔ）－Ｍ ̈ｘ（ｔ＋Δｔ）ｄｉ

－

　Ｍ
ｄｉ
Ｅｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ） （２３）

通过式（１８）（２１）（２２）（２３）（计算时应按顺序
进行）即可求得在 ｔ＋Δｔ时刻结点位移、结点加速
度、结点速度、地震力对设计变量的一阶导数，即可

获得设计敏度．
２．２　在 ｔ＋Δｔ时刻地震力对设计变量二阶导数的
计算公式推导

等式（１８）两边对设计变量ｄｊ求导，得

２Ｋ

ｄｉｄｊ
ｘ（ｔ＋Δｔ）＋

２Ｋ

ｄｉ
ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｊ

＋

　
２Ｋ

ｄｊ
ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＋Ｋ
２ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝

　
２Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

（２４）

移项，得计算在 ｔ＋Δｔ时刻结点位移响应对设计变
量的二阶导数公式如下

　Ｋ
２ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝
２Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

－
２Ｋ

ｄｉｄｊ
ｘ（ｔ＋

Δｔ）－Ｋ


ｄｉ
ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｊ

－Ｋ


ｄｊ
ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

（２５）

其中，（等式（１９）和等式（２０）两边分别对进一步设
计变量求导获得如下二式）

２Ｋ

ｄｉｄｊ
＝

２Ｋ
ｄｉｄｊ

＋ａ０
２Ｍ
ｄｉｄｊ

＋ａ１
２Ｃ
ｄｉｄｊ

（２６）

２Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝－
２Ｍ
ｄｉｄｊ

Ｅｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ）＋

　 
２Ｍ
ｄｉｄｊ

［ａ０ｘ（ｔ）＋ａ２ｘ（ｔ）＋ａ３ｘ̈（ｔ）］＋

　Ｍ
ｄｉ
［ａ０
ｘ（ｔ）
ｄｊ

＋ａ２
ｘ（ｔ）
ｄｊ

＋ａ３
̈ｘ（ｔ）
ｄｊ
］＋

　Ｍ
ｄｊ
［ａ０
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ２
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ３
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ
］＋

　Ｍ［ａ０
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋ａ２
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋ａ３
２ｘ̈（ｔ）
ｄｉｄｊ

］＋

　 ２Ｃ
ｄｉｄｊ

［ａ１ｘ（ｔ）＋ａ４ｘ（ｔ）＋ａ５ｘ̈（ｔ）］＋

　Ｃ
ｄｉ
［ａ１
ｘ（ｔ）
ｄｊ

＋ａ４
ｘ（ｔ）
ｄｊ

＋ａ５
̈ｘ（ｔ）
ｄｊ
］＋

　Ｃ
ｄｊ
［ａ１
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ４
ｘ（ｔ）
ｄｉ

＋ａ５
̈ｘ（ｔ）
ｄｉ
］＋

　Ｃ［ａ１
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋ａ４
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋ａ５
２ｘ̈（ｔ）
ｄｉｄｊ

］（２７）

由式（２５）求得
２ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

后，等式（２１）两边对设

计变量进一步求导，可求解在 ｔ＋Δｔ时刻加速度对
设计变量的二阶导数如下

２ｘ̈（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝ａ０［
２ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

－
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

］－

　ａ２
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

－ａ３
２ｘ̈（ｔ）
ｄｉｄｊ

（２８）

求得
２ｘ̈（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

后，等式（２２）两边对设计变量进一

步求导，可求解在 ｔ＋Δｔ时刻速度对设计变量的二
阶导数如下

３６３
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２ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝
２ｘ（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋ａ６
２ｘ̈（ｔ）
ｄｉｄｊ

＋

　ａ７
２ｘ̈（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

（２９）

等式（２３）两边对设计变量ｄｊ求导，可求得在ｔ
＋Δｔ时刻地震力对设计变量二阶导数：

２Ｆ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＝
２Ｍ
ｄｉｄｊ

ｘ̈（ｔ＋Δｔ）＋

　Ｍ
ｄｉ
̈ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｊ

＋Ｍ
ｄｊ
̈ｘ（ｔ＋Δｔ）
ｄｉ

＋

　Ｍ
２ｘ̈（ｔ＋Δｔ）
ｄｉｄｊ

＋
２Ｍ
ｄｉｄｊ

Ｅｕ̈ｘｇ（ｔ＋Δｔ） （３０）

通过式（２５）（２８）（２９）（３０）（计算时应按顺序
进行）即可求得在 ｔ＋Δｔ时刻结点位移、结点加速
度、结点速度、地震力对设计变量的二阶导数，即可

获得地震力的海森矩阵．
２．３　地震力向量设计敏度和海森矩阵的计算流程图

在纽马克－β法的基础上设计地震力向量对
设计变量一阶和二阶导数的计算流程图如图 ２所
示．

图２　地震力向量对设计变量的一阶和二阶导数的计算流程图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐｕｔｅｒｃｈａｒｔｏｆｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆ

ｅａｒｔｈｑｕａｋｅｆｏｒｃｅｖｅｃｔｏｒｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓ

３　算例

图３为一个二层平面框架结构．每层高均为
４ｍ，单跨为８ｍ，使用材料的弹性模量 Ｅ＝３０ＧＰａ，

密度ρ＝２５００ｋｇ／ｍ３，用６个平面杆单元将结构离
散，单元编号为① ～⑥，结点的整体编码为１，２，３，
４，５，６，沿着杆轴线的箭头表示该杆单元的局部坐
标系轴的正向，整体坐标系为ｘｏｙ．结点１和６与地
面固接，因此结点１和６相对于地面的结点位移均
为零．在整体坐标系下结点相对于地面的位移向量
为ｘ＝［ｕ２ｖ２θ２ｕ３ｖ３θ３ｕ４ｖ４θ４ｕ５ｖ５θ５］

Ｔ，Ｅｕ＝［１０

０１００１００１００］Ｔ，平面框架的设计变量为ｂｉ，ｈｉ
（ｉ＝１，２，…，６）．

图３　二层平面框架结构

Ｆｉｇ．３　ｔｗｏ－ｓｔｏｒｅｙｐｌａｎａｒｆｒａｍｅ

输入的水平地面加速度 ｘ̈ｇ为ＥｌＣｅｎｔｒｏ强震记
录（１９４０年），地面水平加速度峰值为０．３４９ｇ，记录
时长为８ｓ，步长Δｔ＝０．０２ｓ，如图 ４所示．

图４　ＥＩＣｅｎｔｒｏ地震波

Ｆｉｇ．４　ＥＩＣｅｎｔｒｏｅａｒｔｈｑｕａｋｅｒｅｃｏｒｄ

在ｔ＝０时刻，结点位移及其对设计变量的一
阶和二阶导数均为０，结点速度为及其对设计变量
的一阶和二阶导数均为０，结点加速度及其对设计
变量的一阶和二阶导数均为０，结点地震力及其对
设计变量的一阶和二阶导数均为０．积分参数 δ＝
０．８，设计变量ｂｉ＝２ｍ（ｉ＝１，２，…，６），ｈｉ＝３ｍ（ｉ＝
１，２，…，６）．按上述求地震力的设计敏度和海森矩
阵的流程图 ２进行计算，即可获得地震力的设计敏
度和海森矩阵．由于篇幅有限，只列出了部分地震
力的设计敏度和海森矩阵时间历程曲线的结果，如

图 ５～图 ８所示．
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图５　结点２水平地震力对设计变量ｂ１的一阶导数

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｒｓｔｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

ｆｏｒｃｅｏｆｎｏｄｅ２ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｂ１

图６　结点２水平地震力对设计变量ｈ１的一阶导数

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｒｓｔｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

ｆｏｒｃｅｏｆｎｏｄｅ２ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｈ１

图７　结点２水平地震力对设计变量ｂ１ｂ１的二阶导数

Ｆｉｇ．７　Ｓｅｃｏｎｄｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

ｆｏｒｃｅｏｆｎｏｄｅ２ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓｂ１ｂ１

图８　结点２水平地震力对设计变量ｂ２ｈ１的二阶导数

Ｆｉｇ．８　Ｓｅｃｏｎｄｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅａｒｔｈｑｕａｋｅ

ｆｏｒｃｅｏｆｎｏｄｅ２ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｄｅｓｉｇｎｖａｒｉａｂｌｅｓｂ２ｈ１

４　结论

本文在有限单元法和纽马克 －β法的基础上
通过严密的数学推导得到了平面框架结构地震力

的设计敏度和海森矩阵的计算公式，提出了一种平

面框架结构地震力的设计敏度和海森矩阵的精确

计算方法，该方法只需要进行一次动力响应分析就

可完成，计算效率远远高于中心差分法．算例表明
该算法是有效的，本文的设计敏度和海森矩阵的精

确计算方法同样适用于其它动力荷载的情况，是一

种通用的动力响应设计敏度和海森矩阵计算方法．
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