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时滞状态反馈控制系统的稳定性增益区域

王京祥　王在华
（解放军理工大学理学院，２１１１０１　南京）

摘要　研究了一阶时滞微分方程的状态反馈Ｐ控制、ＰＩ控制问题，目的是确定反馈增益的范围使得系统的

平衡态是渐近稳定的．对Ｐ控制状态反馈控制模型，利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的主分支给出了确定反馈增益的

显式判据以及系统的最优反馈增益；在ＰＩ状态反馈控制模型中，运用稳定性切换原理并结合Ｄ－划分法确

定了在反馈增益平面上系统的稳定性区域，并利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数采用数值方法给出了系统的最优增益曲

线．和现有方法相比较，本文方法更直观、计算更简单．

关键词　时滞，　反馈增益，　Ｐ／ＰＩ控制，　稳定性切换，　Ｄ－划分法，　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数

引 言

由于现代控制理论的发展，反馈控制技术得到

了广泛的工程应用，其中ＰＩＤ（Ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ－Ｉｎｔｅｇｒａｌ
－Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ）控制是工业过程控制中所采用的最主
要的控制策略［１－３］．积分控制器的优点之一是其
在跟踪和抗干扰等方面具有非常好的鲁棒性，它的

另一个优点是采用计算机控制而容易实现．如果
系统信号受到高频噪声的干扰，微分控制器的效果

就很不好．因此，ＰＩ控制在工业过程控制中应用最
广．然而 ＰＩ控制有时会减慢系统的收敛速度，特
别地，积分控制器本质上是一个不稳定的器件，从

而即使受控系统本身是稳定的，闭环系统也可能不

稳定．因此，即使系统是稳定的，有时也有必要对
系统施加控制．

考察如下带有时滞的系统，其传递函数为

Ｇ（ｓ）＝ ｋ
１＋Ｔｓｅ

－ｓτ

其中τ≥０为时滞、ｋ＞０为系统的稳态增益因子、Ｔ
＞０为时间常数．指数因子ｅ－ｓτ的出现可以使得系
统失稳，因而有必要研究该系统的镇定问题［１－３］．
今对系统施加ＰＩ控制，其传递函数为Ｃ（ｓ），

Ｃ（ｓ）＝ｋｐ＋
ｋｉ
ｓ

控制框图如图１所示．那么，闭环系统的传递函数为

Ｈ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）Ｃ（ｓ）＝Ｎ（ｓ）Ｄ（ｓ）ｅ
－ｓτ

我们的目的是确定反馈增益 ｋｐ和 ｋｉ的值，使得闭
环系统稳定，即使得特征拟多项式

Ｄ（ｓ）＋Ｎ（ｓ）ｅ－ｓτ＝０

图１　控制框图

Ｆｉｇ．１　Ｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

的所有根都具有负实部．处理这类问题的方法很
多，如频域中根轨迹法［４］和 Ｎｙｑｕｉｓｔ［５］判据以及各
种Ｈ∞控制理论

［６，７］等方法在解决 ＳＩＳＯ（单输入单
输出）系统非常有效；另外，著名的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
或泛函法［８－１０］，以及以此为基础的线性矩阵不等

式（ＬＭＩ）方法［１１－１３］得到广泛应用．
在文献［１］中，Ｓｉｌｖａ等采用推广的 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ

定理和Ｈｅｒｍｉｔｅ－Ｂｉｌｅｈｌｅｒ定理对这一问题进行了
细致的分析，求得所有使系统稳定的反馈增益值．
这一方法又被应用到积分过程的 ＰＩＤ控制中［１４］

中．应用该方法时，需要验证两个含有正弦函数和
余弦函数的超越函数仅有简单实根，这需要非常精

细的分析技巧［５］．从而启发我们去发展更加方便
有效的方法来确定闭环系统的反馈增益．为此，本
文提出一种新方法，它以稳定性切换［１５］原理和 Ｄ
－划分法［５］为基础，可以更加方便地求出使系统渐

近稳定的反馈增益值．
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本文由四部分组成．在第二部分，对系统施加
Ｐ状态反馈控制模型中，利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数［１６，１７］

的主分支给出了确定反馈增益的显式判据以及系

统的最优反馈增益，其对应的最大实部特征根的实

部最小；在第三部分，对系统施加ＰＩ状态反馈控制
模型中，运用稳定性切换原理并结合 Ｄ－划分法在
反馈增益平面给出了系统的稳定性区域的划分，并

利用 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的性质和数值方法得到了系
统的最优增益曲线．最后在第四部分对本文作了
简单的总结．

１　Ｐ控制系统的反馈增益

对应于 Ｐ控制，控制器的传递函数为 Ｃ（ｓ）＝
ｋｐ，闭环控制系统的传递函数是

Ｈ（ｓ）＝Ｇ（ｓ）Ｃ（ｓ）＝
ｋｋｐ
Ｔｓ＋１ｅ

－ｓτ

其中，Ｎ（ｓ）＝ｋｋｐ，Ｄ（ｓ）＝Ｔｓ＋１为多项式．从而系
统的特征拟多项式为

δ（ｓ）＝Ｔｓ＋１＋ｋｋｐｅ
－ｓτ （１）

我们要确定对哪些 ｋｐ和 τ的值，该特征多项式的
所有根都具有负实部．为此，我们首先利用Ｌａｍｂｅｒｔ
Ｗ函数给出一个显式判据，从而很方便的求得 ｋｐ
和τ的取值范围．
１．１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数及其基本性质

定义１　ＬａｍｂｅｒｔＷ函数 ｗ＝Ｗ（ｚ）定义为 ｗｅｗ

＝ｚ的解，这里 Ｗ：Ｃ→Ｃ，Ｗ将 ｚ平面映射到 ｗ平
面．

ＬａｍｂｅｒｔＷ函数是一个多值函数，它有无穷多
个分支，通常记为 Ｗｋ，ｋ＝０，±１，±２，…，±∞，其
中在原点解析的唯一分支 Ｗ０被称为主支．关于
ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的详细讨论见文献［１８－２０］．下面
仅介绍ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的一个重要的性质．

引理１［２０］记 Ｒｅ（ｚ）为复数 ｚ的实部，则对于任
意的ｚ∈Ｃ，有

ｍａｘＲｅ（Ｗｋ（ｚ））
ｋ＝０，±１，±∞

＝Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））

由引理１，特征拟多项式为
ｓ＝ｐ＋ｑｅ－ｓτ，　（ｐ，ｑ∈Ｃ） （２）

的所有根均有负实部的充要条件是

Ｒｅ（ｓ０）＝
１
τ
Ｒｅ［Ｗ０（τｑｅ

－ｐτ）］＋Ｒｅ［ｐ］＜０ （３）

１．２　反馈增益的确定
将系统的特征方程δ（ｓ）＝０变形为

ｓ＝ｐ＋ｑｅ－ｓτ，（ｐ＝－１Ｔ，ｑ＝－
１
Ｔｋｋｐ）

那么，所有特征根均有负实部的充要条件是

１
τ
ＲｅＷ０（－

１
Ｔτｋｋｐｅ

τ
Ｔ[ ]） －１Ｔ＜０

由于ＬａｍｂｅｒｔＷ函数是常用数学软件 Ｍａｐｌｅ，
Ｍａｔｌａｂ中的标准函数，可以直接调用，因而可以很
方便地用来确定待定反馈增益及时滞的稳定性区

域．
例１取ｋ＝１，Ｔ＝４，τ＝１则ｋｐ与Ｒｅ（ｓ）的关系

如图２所示，当 Ｒｅ（ｓ）＝０时 ｋｐ的值为 －１和 ６．
９３４５，即当ｋｐ＝－１和ｋｐ＝６．９３４５时系统发生稳定
性切换，且当－１＜ｋｐ＜６．９３４５时，系统的零解渐近
稳定，而ｋｐ＜－１或ｋｐ＞６．９３４５时不稳定．

图２　ｋ＝１，Ｔ＝４，τ＝１时，ｋｐ与Ｒｅ（ｓ０）的关系图

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｐｌｏｔｏｆｖｓｆｏｒＥｑ（３）ｗｉｔｈｋ＝１，Ｔ＝４，τ＝１

图中的ｐ０对应的Ｒｅ（ｓ）最小，对相同的初始条件，
系统以最快的速度收敛到平衡点，因而 ｐ０是控制
设计中优先采用的增益值．下面我们给出Ｒｅ（ｓ）取
最小值的条件．

首先，由ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的定义知，对主支 Ｗ０
（ｚ），当 ｚ＞－１／ｅ时，Ｗ０（ｚ）的值为实数，且关于 ｚ
单调递增．进一步，我们有

命题１若ｚ∈Ｒｅ，则当ｚ＝－１／ｅ时，Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））
达到最小值．

证明：如果 Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））＝Ｗ０（ｚ），则由 Ｗ０（ｚ）
在ｚ∈（－１／ｅ，＋∞）上的单调性知，Ｗ０（－１／ｅ）是
Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））在ｚ∈（－１／ｅ，＋∞）上的最小值．

如果Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））≠Ｗ０（ｚ），则 ｚ＜－１／ｅ．函数

的导数为Ｗ′０（ｚ）＝Ｗ０（ｚ）／（ｚ（１＋Ｗ０（ｚ）））．当ｚ≠
－π／２时，Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））≠０，因此当 ｚ＜－π／２或 －

π／２＜ｚ＜－１／ｅ时，Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））为关于 ｚ的严格单
调函数．进一步，在这两个区间里分别取两点比较
函数值的大小可知，当 ｚ＜－１／ｅ时，Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））为
关于ｚ的严格递减函数，Ｗ０（－１／ｅ）是 Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））
在ｚ∈（－∞，－１／ｅ）上的最小值．因此，当 ｚ＝１／ｅ

２０３
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时，Ｒｅ（Ｗ０（ｚ））达到最小值．

推论１　当 ｋｐ与 τ满足关系 －
１
Ｔτｋｋｐｅ

τ
Ｔ ＝－

１
ｅ时，Ｒｅ（ｓ）达到最小值．

当ｋ＝１，Ｔ＝４，τ＝１时，由推论 １可求得 Ｒｅ
（ｓ）取最小值的增益ｋｐ＝１．１４６０．图３显示了ｋｐ＝
１．１４６与ｋｐ＝５时系统的时间历程．

图３　系统（１）的时间历程，ｋｐ＝１．１４６０（实线），ｋｐ＝５（虚线）

Ｆｉｇ．３　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆＥｑ．（１）ｗｉｔｈ

ｋｐ＝１．１４６０（ｓｏｌｉｄ）ａｎｄｋｐ＝５（ｄｏｔｔｅｄ）

２　ＰＩ控制系统的反馈增益

对系统施加ＰＩ控制，设控制器的传递函数为

Ｃ（ｓ）＝ｋｐ＋
ｋｉ
ｓ

则闭环控制系统的特征拟多项式为：

δ（ｓ）＝Ｔｓ２＋ｓ＋（ｋｋｉ＋ｋｋｐｓ）ｅ
－τｓ （４）

不妨假定无时滞对应的系统是渐近稳定的．当τ＝
０时，特征多项式为

δ（ｓ）＝Ｔｓ
２＋（ｋｋｐ＋１）ｓ＋ｋｋｉ

由Ｈｕｒｗｉｔｚ判据得系统稳定的条件为：

ｋｐ＞－
１
ｋ，ｋｉ＞０，Ｔ＞０ （５）

２．１　稳定性区域
我们利用稳定性切换的思想和 Ｄ－划分法来

确定ｋｐ－ｋｉ平面使系统稳定的区域，下面简要介绍
一下稳定性切换与Ｄ－划分法．

定义２［５］对于特征拟多项式（３．１），寻求系数
空间ｋｐ－ｋｉ中的一些曲线Γｌ（ｌ＝１，２，…，ｐ），在这
些曲线上特征拟多项式（３．１）至少有一个零点在
虚轴上，他们把系数空间划分为若干个区域Ｄｌ（ｌ＝
１，２，…，ｑ），在这些区域内的每一个点特征方程有
相同数目的、具有正实部的零点（这里指的零点数

目）．这种通过划分系数空间而获得使系统稳定的
参量空间的方法称为Ｄ－划分法，曲线Γｌ（ｌ＝１，２，
…，ｐ）为临界Ｄ－曲线．

系统的零解在同一个区域Ｄｌ（ｌ＝１，２，…，ｑ）内
各自具有相同的稳定性．

定义３　设系统的稳定性依赖于系统内的某
个参量的取值，随着参量取值的变化系统由稳定变

为不稳定或由不稳定变为稳定的现象称为稳定性

切换．
系统特征根ｓ连续依赖于参量ｋｐ，ｋｉ．当参量变

化而引起系统的稳定性改变时，特征根的实部会连

续地由正变到负或由负变到正，在此变化过程中将

经历零实部（此时称系统为临界稳定）．设（４）有
实部为零的根ｊω，代入（４）得

δ（ω）＝δｒ（ω）＋ｊδｉ（ω） （６）
其中

δｒ（ω）＝－Ｔω
２＋ｋｋｉｃｏｓ（τω）＋ｋｋｐωｓｉｎ（τω）

δｉ（ω）＝ω＋ｋｋｐωｃｏｓ（τω）－ｋｋｉｓｉｎ（τω）
由上式可得

ｋｐ＝（ｓｉｎ（τω）Ｔω－ｃｏｓ（τω））／ｋ

ｋｉ＝ω（ｓｉｎ（τω）＋ｃｏｓ（τω）Ｔω）{ ／ｋ
（７）

图４　系统的－划分示意图

Ｆｉｇ．４　Ｄ－ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

我们的目标是在系数平面 ｋｐ－ｋｉ上寻找使系
统渐进稳定的区域．首先，由式（５）可知直线 ｋｐ＝
－１／ｋ和ｋｉ＝０也是系统的 Ｄ－边界，记为 Γ１，Γ２．
而 （７）确定的曲线为一条 Ｄ－边界记为 Γ３，由式
（７）可知其起点为（－１／ｋ，０）．参数平面的 Ｄ划分
示意图如图４所示．特征根 ｓ为参量 ｋｐ，ｋｉ的可导
函数，由隐函数求导得：

ｄｓ
ｄｋｐ
＝ －ｋｓｅ－ｓτ

２Ｔｓ＋１＋（ｋｐ－τｋｉ－τｋｐｓ）ｋｅ
－ｓτ

ｄｓ
ｄｋｉ
＝ －ｋｅ－ｓτ

２Ｔｓ＋１＋（ｋｐ－τｋｉ－τｋｐｓ）ｋｅ
－ｓ









 τ

（８）

当图中的点由一个区域跨过 Ｄ边界进入另一区域
时，特征根ｓ的实部随参量ｋｐ或ｋｉ的变化方向就可

由Ｓ＝ｓｇｎＲｅｄｓｄｋ( )
ｐ ｓ＝ｊ

{ }
ω
或Ｓ＝ｓｇｎＲｅｄｓｄｋ( )

ｉ ｓ＝ｊ
{ }

ω
确

定．若Ｓ＞０（Ｓ＝１），则特征方程增加对正实部的特
征根．注意到条件（５），只需讨论系统在图４区域

３０３
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Ｄ４ｌ＋１（ｌ＝０，１，２，…）内的稳定性．
取点沿ｋｉ轴穿过Ｄ－边界，在边界点有ｋｐ＝０，

即ｓｉｎ（τω）Ｔω＝ｃｏｓ（τω），故

　ｋｉ＝
ω（ｓｉｎ（τω）＋ｃｏｓ（τω）Ｔω）

ｋ ＝ωｓｉｎ（τω）（１＋Ｔ
２ω２）

ｋ
又ｓｉｎ（τω）Ｔω＝ｃｏｓ（τω）可化为 Ｔτω＝τｃｏｔ（τω）．
因此，只要求出Ｔｖ＝τｃｏｔ（ｖ）的所有解 ｖ，便可得到
ｋｉ轴上每个边界点处相应的各个 ω值．此时，直接
计算有

Ｒｅｄｓｄｋ( )
ｉ ｓ＝ｊω

＝
ｆ１（ω）
ｆ２（ω）

＞０ （９）

其中

ｆ１（ω）＝ｋω（ω
２τＴ２＋Ｔ＋τ）／１＋Ｔ２ω槡

２

ｆ２（ω）＝τ
２Ｔ２ω４＋（４Ｔ２＋２Ｔτ＋τ２）ω２＋１

从而当ｋｉ由小到大每次穿越边界点后，特征方程
增加一对正实部的特征根．因此，系统的渐近稳定
性区域只可能是Ｄｌ．

区域 Ｄｌ内所有点的稳定性是相同的，任取其
中一点，其对应系统的稳定性可以有多种方法来确

定．一种办法是以时滞τ作为参数，利用稳定性切
换求出时滞的稳定性区间［１５］［２１］．另一种方法是利
用Ｈａｓｓａｒｄ定理［２１］．一种更直接的方法是 Ｎｙｑｕｉｓｔ
图示法［２１］．
２．２　用数值方法求系统的最优增益曲线

下面利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数并采用数值方法在系
统的稳定区域里确定系统的最优增益曲线．由（４）
式可得，特征根必是下列某一个方程的解：

ｓ＝Ｗｊ（－（Ｔｓ
２＋ｋ（ｋｉ＋ｋｐｓ）ｅ

－τｓ）ｅｓ） （１０）
其中ｊ＝０，±１，…．为此，构造函数Ｆ（ｓ）如下

Ｆ（ｓ）＝ｓ－Ｗ０（－（Ｔｓ
２＋ｋ（ｋｉ＋ｋｐｓ）ｅ

－τｓ）ｅｓ）
其中Ｗ０为ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的主分支．由函数 Ｆ（ｓ）
的构造及引理１知，此时函数 Ｆ（ｓ）的根 ｓ应该为
系统（４）在点（ｋｐ，ｋｉ）处的具有最大实部的特征根．

对Ｆ（ｓ）利用 Ｈａｌｌｅｙ迭代法［１６］求得最大实部特征

根．对给定的容许误差ε，取定初始值 ｓ０，依次计算
迭代

ｓｌ＋１＝ｓｌ－
Ｆ（ｓｌ）
Ｆ′（ｓｌ）

１－
Ｆ（ｓｌ）Ｆ（ｓｌ）
２（Ｆ′（ｓｌ））( )２

－１

（１１）

其中ｌ＝０，１，２，…．当
ｓ１＋１－ｓｌ ＜ε （１２）

时迭代终止．
当增益值变化时，最大实部特征根的实部大小

也在变化，可以通过数值方法求得系统的最优增益

曲线．
算法１：求系统的最优增益曲线．
第一步：构造函数Ｆ（ｓ）．
第二步：对稳定区域进行矩形分割，ｋｐ轴步长

为Δｌ，ｋｉ轴步长为 Δ２，记网格点为 φ（ｍ，ｎ）＝（ｋｐ
（ｍ），ｋｉ（ｎ）），ｍ＝１，２，…，ｐ，ｎ＝１，２，…，ｑ，其中 ｐ，
ｑ由稳定区域边界及步长确定．

第三步：对ｍ＝１，由点列φ（１，ｎ），ｎ＝１，２，…，
ｑ及函数Ｆ（ｓ）可确定根ｓｎ，ｎ＝１，２，…，ｑ．

第四步：取出ｓｉ中最小的记Ｓｌ＝｛ｍｉｎ（ｓｎ）｜ｎ＝
１，２，…，ｑ｝．并记ｎ１为ｓ取到Ｓ１时的ｎ的值并取出
点φ（１，ｎ１）．

第五步 返回第三步，并令ｍ＝ｍ＋１，直至ｍ＝
ｐ．由此得点列φ（ｍ，ｎｍ），ｍ＝１，２，…，ｐ，其连线即
为最优增益曲线．

例２取ｋ＝１，τ＝１，Ｔ＝４则对应（７）式有
ｋｐ＝４ωｓｉｎ（ω）－ｃｏｓ（ω）

ｋｉ＝ωｓｉｎ（ω）－４ω
２ｃｏｓ（ω{ ）

在参数平面画出曲线 Γ３，从而得 Ｄ划分图如图５
所示，其中边界Γ１：ｋｐ＝－１，Γ２：ｋｉ＝０．

图５　ｋ＝１，τ＝１，Ｔ＝４时系统的Ｄ－划分图

Ｆｉｇ．５　Ｄ－ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｆｏｒｋ＝１，τ＝１，Ｔ＝４

在区域Ｄ１内任取一点，不妨取（０，１／２），在此
点的 Ｎｙｑｕｉｓｔ图如图 ６所示，Ｎｙｑｕｉｓｔ图不包含原
点，故系统在（０，１／２）处稳定，从而 Ｄ１为系统的稳
定区域．

图６　在点（０，１／２）处的Ｎｙｑｕｉｓｔ图

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅＮｙｑｕｉｓｔｐｌｏｔｆｏｒ（０，１／２）

４０３
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进一步，取Δ１＝０．０１，Δ２＝０．０１，对区域 Ｄ１进
行划分，依照算法得到系统的最优增益曲线，如图

７中Ｌ所示．

图７　ｋ＝１，τ＝１，Ｔ＝４时，系统（４）的稳定区域及最优增益曲线

Ｆｉｇ．７　ＴｈｅｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｏｆＥｑ．（４）ｆｏｒ

ｋ＝１，τ＝１，Ｔ＝４，ａｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｆｅｅｄｂａｃｋｃｕｒｖｅ

在最优增益曲线上取点（３，１．３９），在稳定区
域内取点（３，１），以及点（４．９３，２．８９），则系统在此
三点对应的时间历程如图８所示．

图８　系统对应（２．０８，０．８１），（３，１．２），（３，２）时的时间历程，

其曲线分别为Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３

Ｆｉｇ．８　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆＥｑ．（４）ｆｏｒ

（２．０８，０．８１），（３，１．２）ａｎｄ（３，２），ｄｅｎｏｔｅｄｂｙＬ１，Ｌ２，Ｌ３

３　结论

本文研究了一阶时滞系统的状态反馈控制问

题，运用稳定性切换原理并结合Ｄ－划分法等方法

确定了使系统渐近稳定的反馈增益的取值范围．

研究表明，尽管利用Ｄ－划分法将反馈增益平面划

分成许许多多的子区域，但在无时滞对应的系统是

淅近稳定条件下，使受控系统渐近稳定的区域只有

一个．和现有方法相比较，本文方法更直观、计算

更简单．当增益值在该稳定性区域内取不同值时，

受控系统的最大实部特征根的实部大小也在变化，

利用 ＬａｍｂｅｒｔＷ函数的性质采用数值方法求得了

系统的最优增益曲线，对该曲线上的增益值，系统

最大实部特征根的实部最小，从而系统不仅渐近稳

定，而且具有最大的稳定性裕度．本文方法可以推

广到更一般的时滞系统．
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