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基于模态空间的海洋平台冰致振动的 Ｈ∞控制


张力　张文首　岳前进
（大连理工大学运载工程与力学学部，大连　１１６０２４）

摘要　通过在海洋平台顶部安装主动调谐质量阻尼器（ＡＭＤ），研究了平台在冰荷载作用下的主导模态 Ｈ∞
控制．首先采用Ｈ∞方法与模态空间的平衡降阶法进行控制设计，然后基于虚拟激励法得到了系统冰致振动

的解答，并应用此解答进行了广泛的参数研究，确定了平台减振效果最佳时的 Ｈ∞控制器最优参数．通过该

应用特例，以评价Ｈ∞控制器的有效性．结果表明如果Ｈ∞控制器的参数选择合适，则可以显著减小平台的冰

致振动响应．

关键词　平衡降阶法，　Ｈ∞控制，　模态空间控制，　冰致振动，　海洋平台

引 言

钢质导管架式海洋平台通过打桩的方法固定

于海底，是目前近海油田开发使用最广泛的一种平

台．导管架平台是由导管腿水平弦杆斜撑等圆管杆
件构成的空间刚架结构，其抵抗水平荷载的能力有

限．在我国渤海湾，海冰对桩基导管架平台的作用
力是平台设计的主要控制荷载之一．海冰可导致平
台强烈振动，影响人员的生活、工作及设备的正常

使用．传统的单纯增加刚度来降低振动的方法是不
经济的，这会使海洋平台的造价过于昂贵，不符合

冰区边际油田开发的经济性原则．结构振动控制方
法可以为解决这一问题提供有效的途径．

导管架平台的自由度数较多，但研究表明平台

的振动主要由其前几阶模态控制，甚至第一阶模态

起主要控制作用．对于由少数模态控制的结构，采
用模态控制法［１，２］无疑是行之有效的．由于平台结
构的物理参数无法精确获得，采用可考虑系统不确

定性影响的Ｈ∞算法设计控制器比 ＬＱＧ算法更为

合适［３，４］．本文首先将平台模型转换到模态空间，
并采用平衡降阶法［５，６］进行降阶，然后用 Ｈ∞控制
在模态空间中进行控制．考虑到冰激励的随机性，
本文分别在频域和时域进行了求解，最后以渤海湾

的ＪＺ２０－２ＭＳＷ平台作为计算实例证明了本文方
法的有效性．

１　动力方程的建立与降阶

受控导管架平台在海冰作用下的运动方程可

写为如下形式

Ｍｘ̈（ｔ）＋Ｃｘ（ｔ）＋Ｋｘ（ｔ）＝Ｅｗ１（ｔ）＋Ｈｆ（ｔ）（１）
式中ｆ（ｔ）是ｒ阶主动控制力向量，Ｈ是ｎ×ｒ阶位置
矩阵，ｎ为模型阶数，ｗ１（ｔ）为海冰冰力，其功率谱
密度为Ｓｗ１（ω），Ｅ是其ｎ阶位置向量．

令ｘ（ｔ）＝Φη（ｔ），其中模态矩阵 Φ已按质量
规一化，由式（１）可得

η¨ｊ（ｔ）＋２ξｊωｊη
·

ｊ（ｔ）＋ω
２
ｊηｊ（ｔ）＝γｊｗ１（ｔ）＋ｕｊ（ｔ）

　ｊ＝１，２，…，ｎ （２）
式中γｊ为γ＝Φ

ＴＥ的第ｊ个元素，ｕｊ（ｔ）＝ｈｊｆ（ｔ）为

第ｊ阶模态控制力，其中 ｈｊ为 ｈ＝Φ
ＴＨ的第 ｊ行元

素．式（２）的状态空间方程和输出方程为
ｑｊ（ｔ）＝Ａｊｑｊ（ｔ）＋ｇｊｗ１（ｔ）＋ｂｊｕｊ（ｔ）
　ｊ＝１，２，…，ｎ （３ａ）

ｙ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
［ｃ１ｊ　ｃ２ｊ］ｑｊ（ｔ） （３ｂ）

式中ｑｊ（ｔ）＝
ηｊ（ｔ）

η·ｊ（ｔ[ ]），Ａｊ＝
０ １

－ω２ｊ －２ξｊω[ ]
ｊ

，

ｇｊ＝
０

γ[ ]
ｊ

，ｂｊ＝[ ]０１．
引进变换ｑｊ（ｔ）＝Ｔｊｑ

～
ｊ（ｔ），式中 Ｔｊ为非奇异矩

阵，ｑ～ｊ（ｔ）为平衡坐标，则式 （３）可变换为下列平衡
系统
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珓ｑ·ｊ（ｔ）＝Ａ
～
ｊｑ
～
ｊ（ｔ）＋ｇ

～
ｊｗ１（ｔ）＋ｂ

～
ｊｕｊ（ｔ）

ｊ＝１，２，…ｎ （４ａ）

ｙ（ｔ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
［ｃ～１ｊ　ｃ

～
２ｊ］ｑ

～
ｊ（ｔ） （４ｂ）

式（４）所示的模态子系统的可控、可观格拉姆矩阵
为ｄｉａｇ［σ２１ｊ　σ

２
２ｊ］，其对角线元素代表了相应分量

的可控度大小．如果 σ２１ｊ＝σ
２
２ｊ＝０，则第 ｊ个模态既

不可控也不可观，忽略这样的模态对系统的输入－
输出特性没有影响．假定按可控度从大到小对式
（３）重新排列，取排列后的前ｐ阶模态进行控制，忽
略后ｎ－ｐ个可控度较小的模态，则受控结构就得
到了降阶．

由于平台上安装的传感器数量很少，无法精

确提取模态坐标，故这里采用模态耦合控制．考虑
到无法精确获得平台结构参数和系统不确定性的

影响，控制器采用具有鲁棒性的Ｈ∞算法设计．按可
控度从大到小对式（３）重新排列的降阶模态系统
的Ｈ∞控制问题由下式给出：

ｑａ（ｔ）＝Ａａａｑａ（ｔ）＋Ｂ１ａｗ（ｔ）＋Ｂ２ａｕ（ｔ） （５ａ）
ｚ＝Ｃ１ａｑａ（ｔ）＋Ｄ１２ｕ （５ｂ）
ｙ＝Ｃ２ａｑａ（ｔ）＋Ｄ２１ｗ （５ｃ）

式中

ｑａ（ｔ）＝［ｑ
Ｔ
１（ｔ）　ｑ

Ｔ
２（ｔ）　…　ｑ

Ｔ
ｐ（ｔ）］

Ｔ，

ｕ（ｔ）＝［ｕ１（ｔ）　ｕ２（ｔ）　…　ｕｐ（ｔ）］
Ｔ，

Ａａａ＝ｄｉａｇ［Ａ１　Ａ２　…　Ａｐ］，
Ｂ１ａ＝［Ｇａ　０］，Ｇａ＝［ｇ

Ｔ
１　ｇ

Ｔ
２　…　ｇ

Ｔ
ｐ］
Ｔ，

Ｂ２ａ＝ｄｉａｇ［ｂ１　ｂ２　…　ｂｐ］，ｗ（ｔ）＝
ｗ１（ｔ）

ｗｍ（ｔ
[ ]），

ｚ为可控输出，ｙ为测量输出，ｗｍ（ｔ）为 ｍ维测量噪
声．Ｂ１ａ，Ｃ１ａ，Ｄ１２，Ｄ２１要求满足

ＤＴ１２［Ｃ１ａ　Ｄ１２］＝［０　Ｉ］，
Ｂ１ａ
Ｄ[ ]
２１

ＤＴ２１＝
０[ ]Ｉ （５ｄ）

这里Ｉ为单位阵．
降阶模态系统的状态反馈Ｈ∞控制问题的提法

是寻找状态反馈ｕ＝Ｋｃｑａ使得闭环系统稳定，并且
满足

‖Ｇｚｗ‖∞ ＝ｓｕｐ
‖ｚ（ｔ）‖２

‖ｗ（ｔ）‖２
＜γ （６）

式（６）中的Ｇｚｗ为ｗ（ｔ）到 ｚ（ｔ）的闭环传递函数，表
示为

Ｇｚｗ（ｓ）＝

Ａａａ＋Ｂ２ａＫｃ  Ｂ１ａ
…… ……

Ｃ１ａ＋Ｄ１２Ｋｃ 









０

（７）

由于式（６）的 γ系人工设定，故这里的 Ｈ∞控
制问题又称为Ｈ∞次优控制问题．次优控制器比最
优控制器可以具有其它更好的性质，例如较低的带

宽．
为了进行模态坐标估计，引入 Ｈ∞状态观测器

作为模态观测器

ｑ^·ａ＝Ａａａ^ｑａ＋Ｂ２ａｕ＋Ｋｆ（ｙ－Ｃ２ａ^ｑａ） （８）
式中Ｋｆ为反馈增益矩阵．引入 ｅ（ｔ）＝ｑａ（ｔ）－ｑ^ａ
（ｔ），得

ｅ（ｔ）＝（Ａａａ－ＫｆＣ２ａ）ｅ（ｔ）＋（Ｂ１ａ－ＫｆＤ２１）ｗ（ｔ）

（９ａ）

Δｙ＝ｙ－^ｙ＝Ｃ２ａｅ （９ｂ）
由ｗ（ｔ）到Δｙ（ｔ）的传递函数为

ＧΔｙｗ（ｓ）＝

Ａａａ－ＫｆＣ２ａ  Ｂ１ａ－ＫｆＤ２１
…… ……

Ｃ２ａ 









０
（１０）

满足‖ＧΔｙｗ‖∞ ＜γ的反馈增益矩阵Ｋｆ为

Ｋｆ＝ＱＣ
Ｔ
２ａ （１１）

式中Ｑ为正定对称矩阵，且满足如下矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程

ＡａａＱ＋ＱＡ
Ｔ
ａａ＋Ｑ（γ

－２ＣＴ１ａＣ１ａ－

　ＣＴ２ａＣ２ａ）Ｑ＋Ｂ１ａＢ
Ｔ
１ａ＝０ （１２）

用估计状态 ｑ^ａ代替ｑａ，可求得

ｕ＝Ｋｃ^ｑａ＝－Ｂ
Ｔ
２ａＰ^ｑａ （１３）

式中Ｐ为正定对称矩阵，且满足如下矩阵 Ｒｉｃｃａｔｉ
方程

ＡＴａａＰ＋ＰＡａａ＋Ｐ（γ
－２Ｂ１ａＢ

Ｔ
１ａ－Ｂ２ａＢ

Ｔ
２ａ）Ｐ＋

　ＣＴ１ａＣ１ａ＝０ （１４）
按照式（８）－（１２）设计的模态观测器可保证
ｌｉｍｔ→∞（ｑａ－^ｑａ）＝０ （１５）
实际上，由于模态观测器为一反馈系统，通过

将实测值ｙ和 ｙ^观测器输出的的差负反馈到状态
微分处，使ｙ－^ｙ尽快趋于零，从而使ｑａ－^ｑａ尽快逼
近于零，便可利用 ｑ^ａ来形成状态反馈了．
模态控制力ｕ（ｔ）和控制力ｆ（ｔ）具有关系

ｕ（ｔ）＝ΦＴｐＨｆ（ｔ）＝Ｌｆ（ｔ） （１６）
式中Φｐ由前ｐ列模态组成．当作动器数 ｒ等于受
控模态数ｐ时，有

ｆ（ｔ）＝Ｌ－１ｕ（ｔ） （１７）
若作动器数ｒ小于受控模态数ｐ，则

ｆ（ｔ）＝Ｌ＋ｕ（ｔ） （１８）

５８２
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式中Ｌ＋．＝（ＬＴＬ）－１ＬＴ式（１７）和（１８）可统一写为
ｆ（ｔ）＝Ｌ＋ｕ（ｔ）＝Ｌ＋Ｋｃ^ｑａ（ｔ） （１９）

２　动力方程的求解

式（１）在模态空间按可控度从大到小排列得
到：

ｑａ（ｔ）

ｑｂ（ｔ{ }） ＝
Ａａａ ０

０ Ａ[ ]
ｂｂ

ｑａ（ｔ）

ｑｂ（ｔ{ }） ＋
　
Ｂ１ａ
Ｂ１

[ ]
ｂ

ｗ（ｔ）＋
Ｆａ
Ｆ[ ]
ｂ

ｆ（ｔ） （２０）

将式（１９）代入（２０）并令ｑａ＝^ｑａ，得
ｑａ＝Ξｑ（ｔ）＋Ｂ１ｗ（ｔ） （２１）

式中ｑ（ｔ）＝
ｑａ（ｔ）

ｑｂ（ｔ
[ ]），Ξ＝

Ａａａ＋ＦａＬ
＋Ｋｃ ０

ＦｂＬ
＋Ｋｃ Ａ[ ]

ｂｂ

，

Ｂ１
Ｂ１ａ
Ｂ１

[ ]
ｂ

．

假定冰激励 ｗ１（ｔ）和测量噪声 Ｗｍ（ｔ）相互独
立，可得谱密度矩阵Ｓｗ１ｗｍ

Ｓ̈ｘｇｗｍ＝
Ｓｗ１ ０

０ Ｓｗｍ[ ]Ｉ （２２）

式中Ｓｗ１为ｗ１（ｔ）的功率谱密度，ＳｗｍＩ为Ｗｍ（ｔ）
的功率谱密度矩阵．注意到

Ｓｗ１ｗｍ＝
Ｓｗ槡 １

０

０ Ｓｗ槡 ｍ







Ｉ

Ｓｗ槡 １
０

０ Ｓｗ槡 ｍ







Ｉ
，

记Ｚ＝
Ｓｗ槡 １

０

０ Ｓｗ槡 ｍ







Ｉ
，则可构造下列虚拟激励［７］

ｐｋ＝ＬｋＳｋ（ω）ｅｘｐ（ｉωｔ）（ｋ＝１，２，…，ｍ＋１）

（２３）
式中Ｌｋ为第 ｋ个元素为 １其余元素为 ０的列向
量，且

Ｓｋ（ω）＝
Ｓｗ１（ω槡 ）　ｋ＝１

Ｓｗ槡 ｍ
　ｋ＝２，３，…，ｍ＋{ １

（２４）

由式（２１）和（２３），得第 ｋ个虚拟激励作用下
的方程为

ｑｋ（ｔ）＝Ξｑｋ（ｔ）＋Ｂ１ＬｋＳｋ（ω）ｅｘｐ（ｉωｔ） （２５）
式（２５）的稳态解为

ｑｋ＝（ｉωＩ－Ξ）
－１Ｂ１ＬｋＳｋ（ω）ｅｘｐ（ｉωｔ） （２６）

求得ｑｋ后，由ｘ（ｔ）＝Φη（ｔ）就可求得平台结
构响应ｘｋ（ｔ）．由虚拟激励法可知 ｘｋｊ（ｔ）（ｘｋｊ（ｔ）为

ｘｋ（ｔ）的某一分量）的谱密度为

Ｓｘｋｊｘｋｊ（ω）＝ｘ

ｋｊｘｋｊ （２７）

ｘｋｊ（ｔ）的方差为

σ２ｘｋｊｘｋｊ＝∫
＋∞

－∞
Ｓｘｋｊｘｋｊ（ω）ｄω （２８）

ｘｊ（ｔ）的方差为

σ２ｘｊ＝∑
ｍ＋１

ｋ＝１
σ２ｘｋｊ （２９）

３　算例

本文以位于渤海辽东湾北部的 ＪＺ２０－２ＭＳＷ
平台为背景给出导管架平台结构的控制方案，见图

１．平台结构参数为：钢材的弹性模量 Ｅ＝２．０７×
１０１１Ｐａ，波松比，质量密度 ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３．平台顶层
甲板上质量共２００吨．平台实测基频为１．３０Ｈｚ，实
测第一阶模态阻尼比为０．０２．平台有限元模型共
９６个节点，５７６个自由度．阻尼矩阵采用瑞雷阻尼
假定Ｃ＝αＭ＋βＫ，其中 α和 β由结构前２阶模态
阻尼比确定，前２阶模态阻尼比这里皆取为０．０２．
由计算得到平台前５阶自振频率为１．３０，１．３４，１．
９９，５．０７，５．１３Ｈｚ．传感器安装在图中的 Ａ、Ｂ点，用
来测量Ａ、Ｂ两点 ｘ和 ｙ方向的速度和位移．ＡＭＤ
装置由质量块、弹簧、阻尼器，直线导轨组成．质量
块质量为４吨，安装于平台顶层，可在 ｘ和 ｙ两个
方向上运动．作动器最大出力为２０ｋＮ．取冰力作用
方向为沿ｘ轴，其单边冰力功率谱Ｓ（ω）表达式为：

Ｓ（ω）＝
４２９．５Ｆ－２０Ｔ

－－２．５

ω３．５
ｅｘｐ（－１７．７Ｔ－－０．６４ １

ω０．６４
）

（３０）
式中Ｆ－０，Ｔ

－
分别为平均冰力幅值和平均冰力周期，ｆ

为频率，单位为 Ｈｚ．Ｆ－０，Ｔ
－
的取值根据２０００－２００１

年冬季在渤海现场观测采集到的部分冰力数据为

基础求得，Ｆ－０＝５５ｋＮ，Ｔ
－＝１．７５ｓ．

表１为计算得到的前８阶模态的 σｊ值．从表
中可以看到前３阶 σｊ值较大，故在设计控制器时
只考虑前３阶模态而忽略其后与较小的σｊ值对应
的各阶模态．

表１　各阶模态的σｊ值

Ｔａｂｌｅ１　Ｖａｌｕｅｓｏｆσｊｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｓ

Ｍｏｄｅｓ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

σｊ １．５３８１．４９８０．９２３０．１９１０．１８７０．１１８０．０５７０．０５７

式（５ｂ）的Ｃ１ａ，Ｄ１２通常取如下形式

６８２
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Ｃ１ａ＝
Ｑ１／２[ ]０

，Ｄ１２＝
０

Ｒ１／[ ]２ （３１）

式中Ｑ１／２和 Ｒ１／２分别为 Ｑ和 Ｒ的平方根矩阵，即

（Ｑ１／２）Ｔ（Ｑ１／２）＝Ｑ，（Ｒ１／２）Ｔ（Ｒ１／２）＝Ｒ．为使 Ｃ１ａ，

Ｄ１２满足式（５ｄ），取Ｒ
１／２＝Ｉ．Ｑ为对称半正定矩阵，

这里取Ｑ＝μＩ，控制效果取决于μ值的选择．

表２　无控和有控结果比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

Ｔｏｐｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｗｉｔｈｏｕｔ

ｃｏｎｔｒｏｌ（ｍ）

Ｔｏｐｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
ｗｉｔｈ

ｃｏｎｔｒｏｌ（ｍ）

Ｔｏｐａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈｏｕｔ

ｃｏｎｔｒｏｌ（ｍ／ｓ２）

Ｔｏｐａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ

ｃｏｎｔｒｏｌ（ｍ／ｓ２）
２．６８×１０－３ １．０７×１０－３ ０．１８ ０．０６３

图１　结构模型简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图２　冰力时程

Ｆｉｇ．２　Ｉｃｅｆｏｒｃｅｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

通过进行参数分析，可以发现，取 μ值为１０１０

时位移和加速度的控制效果最佳．所以在本算例

中，μ值取为１０１０．表２给出了无控和有控时平台的

顶层位移和顶层加速度反应标准偏差．从表中可以

看到，顶层位移减小约 ６０％，顶层加速度减小约

６５％．

为了进一步检验本文算法的控制效果，下面根

据式（３０）的冰力谱，采用下面的三角级数迭加法

生成零均值的冰力时程：

ｗ１（ｔ）＝ ２（Δω槡 ）∑
Ｎ

ｋ＝１
Ｓ（ω槡 ）ｃｏｓ（ωｋｔ＋ｋ）（３２）

式中ωｋ＝ｋΔω，ｋ为［０，２π］均匀分布的随机变量．

冰力时程的冰力峰值为５６．８ｋＮ，时程记录间距为

０．０２ｓ（见图２）．图３是平台的顶层加速度控制效

果随时间变化的曲线．可以看到，无控平台的顶层

最大加速度为 ０．５０ｍ／ｓ２，而有控时仅为 ０．２９ｍ／

ｓ２，减小约４２％．图４为控制力随时间变化曲线．可

以看到，最大控制力约为１．２ｋＮ．

图３　顶层加速度控制效果曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｏｎｔｏｐａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

图４　控制力随时间变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｃｅｒｅｓｐｏｎｓｅｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ

４　结论

本文将基于模态空间的Ｈ∞控制应用到海洋平

台冰致振动响应的主动控制中，并通过算例研究了

本文方法的可行性．本文取前３阶模态构造了 Ｈ∞
控制器和 Ｈ∞模态观测器，并利用 ＡＴＭＤ作为控制

７８２
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装置对海洋平台进行控制，得到了较好的控制效

果．作为一种方法的研究，本文没有考虑对高阶模

态进行滤波，也没有对系统的超调量和过程过渡时

间等进行研究．另外，本文算法的实验验证将也是

下一步要开展的工作．
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