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一种基于随机平均的最优时滞控制方法
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摘要　基于时滞系统的随机平均法与随机动态规划原理，提出一种非线性系统的随机最优时滞控制方法．

先应用时滞随机平均法，将非线性系统的随机最优时滞控制问题变换成非时滞的最优控制问题；再根据随

机动态规划原理，建立其动态规划方程；由此确定最优时滞控制律；最后，通过一个例子说明该时滞控制方

法的控制效果．

关键词　最优时滞控制，　非线性随机系统，　随机动态规划，　时滞随机平均

引 言

工程结构系统常常经受强随机载荷作用，其非

线性随机振动的主动与半主动控制已有很多研究，

基于动态规划原理的最优控制方法可以达到很好

的控制效果．然而，反馈控制过程的时滞不可避免，
它可能退化最优控制的性能，并导致受控系统的不

稳定．关于确定性系统的时滞控制问题已有一定研
究［１７］，而对于随机系统的研究相对很少．文［８，９］
采取控制力的级数展开法研究高斯白噪声激励系

统的时滞控制问题，文［１０］应用李雅普诺夫指数
分析线性时滞控制系统的稳定性．本文基于时滞系
统的随机平均法与随机动态规划原理，研究非线性

系统的随机最优时滞控制问题．先应用时滞随机平
均法，将非线性系统的随机最优时滞控制问题变换

成非时滞的最优控制问题；再根据随机动态规划原

理，建立其动态规划方程；由此确定最优时滞控制

律．

１　最优时滞控制问题及其变换

考虑一个受时滞控制的非线性随机结构系统
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（１）
式中Ｘ是 ｎ维位移向量，Ｍ与 Ｃ分别是对称正定
的质量阵与阻尼阵，Ｖｐ（Ｘ）≥０是系统势能，Ｗ（ｔ）
是ｍ维随机过程向量，设为强度 ２Ｄ的高斯白噪

声，Ｕ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）是ｓ维控制力向量，依赖于过去的状

态Ｘτ＝Ｘ（ｔ－τ）和 Ｘ
·

τ＝Ｘ
·

（ｔ－τ），τ是控制时滞，Ｆ
与Ｂ是常数矩阵．改写式（１）成拟哈密顿方程形式
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Ｐ
＋ＦＷ（ｔ）＋ＢＵ（Ｑτ，Ｐτ）
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式中Ｑ＝Ｘ，Ｐ＝ＭＸ
·

，Ｈ＝ＰＴＭ－１Ｐ／２＋Ｖｐ（Ｑ）是哈
密顿函数．系统最优控制的性能指标，对于无限时
间间隔各态历经控制情形为

Ｊ＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
ｔｆ∫

ｔｆ

０
Ｌ（Ｑ，Ｐ，Ｕ（Ｑτ，Ｐτ））ｄｔ （３）

式中ｔｆ是最终时间，Ｌ（Ｑ，Ｐ，Ｕ）是连续可微的凸函
数．方程（２）和（３）组成一个非线性随机系统的最
优时滞控制问题．

设相应于（２）的哈密顿系统可积非共振．根据
时滞系统的随机平均法［１１］，将系统过去状态用当

前状态表示为

Ｑτｉ＝Ｑｉ（ｔ－τ）Ｑｉ（ｔ）ｃｏｓωｉτ－
Ｐｉ（ｔ）
ωｉ
ｓｉｎωｉτ

Ｐτｉ＝Ｐｉ（ｔ－τ）Ｑｉ（ｔ）ωｉｓｉｎωｉτ＋Ｐｉ（ｔ）ｃｏｓωｉτ

（４）
式中Ｑｉ与Ｐｉ分别是向量 Ｑ与 Ｐ的元素，ωｉ是子
系统的平均频率．平均系统的Ｉｔ随机微分方程为

ｄＨτ＝ ｍｒ（Ｈ）＋〈（ＢＵ
－
（Ｑ，Ｐ））ｉ

Ｈｒ
Ｐｉ[ ]〉ｄｔ＋

　σｒｋ（Ｈ）ｄＢｋ（ｔ），
ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ，　ｋ＝１，２，…，ｍ （５）
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式中Ｈｒ是首次积分，Ｈ＝［Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｎ］
Ｔ，＜．＞

是平均算子，Ｕ
－
（Ｑ，Ｐ）＝Ｕ（Ｑｉｃｏｓωｉτ－Ｐｉｓｉｎωｉτ／

ωｉ，Ｑｉωｉｓｉｎωｉτ＋Ｐｉｃｏｓωｉτ）是变换后的控制力，Ｂｋ
（ｔ）是单位维纳过程，ｍｒ（Ｈ）与 σｒｋ（Ｈ）分别是漂移
与扩散系数，
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　σｒα（Ｈ）σｓα（Ｈ）＝
１
Ｔ（Ｈ）∫［２ＤｋｌＦｉｋＦｊｌ
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ｐｎ
）］ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎ，

ｒ，ｓ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，　ｋ，ｌ，α＝１，２，…，ｍ （６）
相应于系统（５），性能指标（３）成为

Ｊ
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１
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∫ｔｆ０Ｌ（Ｈ（ｔ），〈Ｕ

－
（Ｑ（ｔ），Ｐ（Ｔ））〉）ｄｔ

（７）
基于式（４）与随机平均，最优时滞控制问题［（２）和
（３）］被变换成非时滞的最优控制问题［（５）和
（７）］．

２　最优时滞控制律

根据随机动态规划原理，引入值函数 Ｖ，建立
最优控制问题（５）和（７）的动态规划方程［１２］
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－
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｝＝λ

（８）
式中λ是常数．由式（８）左边极小化可得最优控制
律．令性能函数
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－
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（９）
式中ｇ（Ｈ）０，Ｒ是对称正定的常数矩阵，则最优
控制力为

Ｕ
－（Ｑ，Ｐ）＝－１２Ｒ
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Ｈｒ
Ｐ
Ｖ
Ｈｒ
）（Ｑ，Ｐ）

（１０）
它依赖于当前系统状态（Ｑ，Ｐ）．其中值函数Ｖ由下
式解得
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Ｈｒ
Ｐ
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Ｈｒ
＋ｍｒ（Ｈ）

Ｖ
Ｈｒ
＋

　ｇ（Ｈ）－λ＝０ （１１）
利用式（４），将系统当前状态用过去状态表示

为

Ｑｉ＝Ｑｉ（ｔ）Ｑτｉｃｏｓωｉτ＋
Ｐτｉ
ωｉ
ｓｉｎωｉτ，

Ｐｉ＝Ｐｉ（ｔ）－Ｑτｉωｉｓｉｎωｉτ＋Ｐτｉｃｏｓωｉτ （１２）
于是，可得到最优时滞控制力

Ｕ（Ｘ（ｔ－τ），Ｘ
·

（ｔ－τ））＝Ｕ（Ｑτ，Ｐτ）＝

　Ｕ（Ｑｉｃｏｓωｉτ－Ｐｉｓｉｎωｉτ／ωｉ，Ｑｉωｉｓｉｎωｉτ＋

　Ｐｉｃｏｓωｉτ）＝Ｕ
－（Ｑ，Ｐ）＝Ｕ

－（Ｑτｉｃｏｓωｉτ＋
　Ｐτｉｓｉｎωｉτ／ωｉ，－Ｑτｉωｉｓｉｎωｉτ＋Ｐτｉｃｏｓωｉτ）＝

　－１２Ｒ
－１ＢＴ（

Ｈｒ
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Ｈｒ
）（Ｘτｉｃｏｓωｉτ＋

　（ＭＸ
·

τ）ｉｓｉｎωｉτ／ωｉ，－Ｘτｉωｉｓｉｎωｉτ＋

　（ＭＸ
·

τ）ｉｃｏｓωｉτ） （１３）
它完全依赖于系统过去状态，可由主动控制设备，

例如ＡＭＤ实施．
半主动的 ＭＲ阻尼器［１３］具有很好的结构控制

应用前景．其控制力 Ｕ可分成被动部分 Ｕｐｓ和依赖
于外电压的半主动部分 Ｕｓａ，即 Ｕ＝Ｕｐｓ＋Ｕｓａ．按照

Ｂｉｎｇｈａｍ模型，它们为［１４］

Ｕｐｓ＝－ＣｄＢ
ＴＸ
·

，Ｕｓａ＝－Ｆｄｓｇｎ（Ｂ
ＴＸ
·

） （１４）
式中Ｃｄ＝ｄｉａｇ（Ｃｄ１，Ｃｄ２，…，Ｃｄｓ）是阻尼系数矩阵，
Ｆｄ＝ｄｉａｇ（Ｆｄ１，Ｆｄ２，…，Ｆｄｓ）是可控力幅值矩阵．将
被动部分 Ｕｐｓ并入系统，比较（１４）的第二式与
（１３），可得半主动部分Ｕｓａ

Ｕｓａ（Ｘ（ｔ－τ），Ｘ
·

（ｔ－τ））＝

　［ｕｓａ１（Ｘτ，Ｘ
·

τ），ｕ

ｓａ２（Ｘτ，Ｘ

·

τ），…，ｕ

ｓａｓ（Ｘτ，Ｘ

·

τ）］，

ｕｓａｊ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）＝
１
２（Ｆ


ｄｊ＋｜Ｆｄｊ｜）ｓｇｎ｛（Ｂ

ＴＭ１Ｐ）ｊ｝

（１５）
其中

Ｆｄｊ＝
１
２（Ｒ

１ＢＴ
Ｈｒ
Ｐ
Ｖ
Ｈｒ
）ｊ（Ｑ，Ｐ）ｓｇｎ｛（Ｂ

ＴＭ１Ｐ）ｊ｝，

Ｑｒ＝Ｘτｒｃｏｓωｒτ＋
（ＭＸ

·

τ）ｒ
ωｒ

ｓｉｎωｒτ，

Ｐｒ＝－Ｘτｒωｒｓｉｎωｒτ＋（ＭＸ
·

τ）ｒｃｏｓωｒτ （１６）

１６２
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Ｕｓａ（１５）完全依赖于系统过去状态，是一个最优半
主动时滞控制力．适当选取ｇ（Ｈ）与正定对角的Ｒ，
使Ｖ／Ｈ１＝Ｖ／Ｈ２＝… ＝Ｖ／Ｈｎ≥０，则最优半
主动时滞控制力（１５）成为

ｕｓａｊ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）＝－Ｆ

ｄｊｓｇｎ｛（Ｂ

ＴＭ－１Ｐ）ｊ｝＝

　－１２Ｒｊｊ
（ＢＴＭ１Ｐ）ｊ

Ｖ
Ｈ１
（Ｘτｒｃｏｓωｒτ＋

　（ＭＸ
·

τ）ｒｓｉｎωｒτ／ωｒ，－Ｘτｒωｒｓｉｎωｒτ＋

　（ＭＸ
·

τ）ｒｃｏｓωｒτ） （１７）
它是一个最优主动时滞控制力（１３），此时半主动
的ＭＲ阻尼器按（１７）可执行最优主动时滞控制律．

３　应用例子

作为一个例子，考虑承受时滞控制力与基础激

励的滞回柱［１５］

Ｘ
¨
＋２ζ０Ｘ

·

＋（α－ｋ１）Ｘ＋（１－α）Ｚ＝

　Ｗ１（ｔ）＋ｋ２ＸＷ２（ｔ）＋ｕ（Ｘτ，Ｘ
·

τ） （１８）

式中Ｘ是无量纲位移，ζ０是线性阻尼系数，α是滞
回力比例系数，ｋ１与 ｋ２是常系数，Ｗ１（ｔ）与 Ｗ２（ｔ）

分别是横向与纵向基础激励，设为强度２Ｄ１与２Ｄ２

的高斯白噪声，ｕ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）是时滞控制力，依赖于过

去的位移Ｘτ＝Ｘ（ｔ－τ）与速度 Ｘ
·

τ＝Ｘ
·

（ｔ－τ）．Ｚ是
Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ滞回力，由下式确定

Ｚ
·

＝ＡＸ
·

－βＸ
·

｜Ｚ｜ｎ－γ｜Ｘ
·

｜Ｚ｜Ｚ｜ｎ－１ （１９）
式中Ａ、β、γ与ｎ是滞回参数．

应用时滞随机平均法推导平均系统的Ｉｔ方程

ｄＨ＝［ｍ（Ｈ）＋〈ｕ－（Ｑ，Ｐ）Ｈ
Ｐ
〉］ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢｅ（ｔ）

（２０）

式中Ｂｅ（ｔ）是单位维纳过程，ｕ
－
（Ｑ，Ｐ）＝ｕ（Ｘτ，Ｘ

·

τ）

Ｈ＝ｘ２／２＋Ｖｐ（ｘ），

σ２（Ｈ）＝ ２
Ｔ（Ｈ）∫

ａ

ａ
（２Ｄ１＋２ｋ

２
２Ｄ２ｘ

２） ２Ｈ２Ｖｐ（ｘ槡 ）ｄｘ，

ｍ（Ｈ）＝ １
Ｔ（Ｈ）［－Ａｒ－４ζ０∫

ａ

ａ
２Ｈ２Ｖｐ（ｘ槡 ）ｄｘ＋

　２ｋ２２Ｄ２∫
ａ

－ａ

ｘ２ｄｘ
２Ｈ－２Ｖｐ（ｘ槡 ）

］＋Ｄ１，

Ｔ（Ｈ）＝２∫
ａ

－ａ

ｄｘ
２Ｈ－２Ｖｐ（ｘ槡 ）

，ω＝ ２πＴ（Ｈ），

Ｑ＝ＸＸτｃｏｓωτ＋Ｘ
·

τｓｉｎωτ／ω，

Ｐ＝Ｘ
·

－Ｘτωｓｉｎωτ＋Ｘ
·

τｃｏｓωτ （２１）
Ｖｐ（ｘ）是等价的系统势能，Ａｒ是滞回环面积，ａ是位
移幅值，与Ｈ的关系为 Ｈ＝Ｖｐ（±ａ），其表达式见
文［１５］．

对于系统（２０）与性能指标（７）的最优控制，根
据随机动态规划原理，建立动态规划方程，由此可

得最优时滞控制力．对于 Ｌ（Ｈ，ｕ
－
）＝ｇ（Ｈ）＋〈ｒｕ

－２

（Ｑ，Ｐ）〉，有

ｕ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）＝－
１
２ｒ（－Ｘτωｓｉｎωτ＋

　Ｘ
·

τｃｏｓωτ）
ｄ
ｄＨＶ（Ｈ（Ｘτｃｏｓωτ＋Ｘ

·

τｓｉｎωτ／ω，

　－Ｘτωｓｉｎωτ＋Ｘ
·

τｃｏｓωτ）） （２２）

式中ｒ是正的权参数．设 ｇ（Ｈ）＝ｓ０＋ｓ１Ｈ＋ｓ２Ｈ
２＋

ｓ３Ｈ
３，ｄＶ／ｄＨ由下式解得

１
２σ

２（Ｈ）ｄ
２Ｖ
ｄＨ２
＋ｍ（Ｈ）ｄＶｄＨ－

１
４ｒＧ（Ｈ）（

ｄＶ
ｄＨ）

２＋

　ｇ（Ｈ）－λ＝０ （２３）

Ｇ（Ｈ）＝ ２
Ｔ（Ｈ）∫

ａ
－ａ ２Ｈ－２Ｖｐ（ｘ槡 ）ｄｘ （２４）

当控制力由ＭＲ阻尼器产生时，最优半主动时
滞控制力为

ｕｓａ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）＝－
１
２（Ｆ


ｄ ＋｜Ｆｄ｜）×

　ｓｇｎ｛－Ｘτωｓｉｎωτ＋Ｘ
·

τｃｏｓωτ｝，

Ｆｄ ＝
１
２ｒ －Ｘτωｓｉｎωτ＋Ｘ

·

τｃｏｓωτ
ｄ
ｄＨＶ×

　（Ｈ（Ｘτｃｏｓωτ＋Ｘ
·

τｓｉｎωτ／ω，

　－Ｘτωｓｉｎωτ＋Ｘ
·

τｃｏｓωτ）） （２５）
选取ｒ与ｇ（Ｈ）使ｄＶ／ｄＨ≥０，则

ｕｓａ（Ｘτ，Ｘ
·

τ）＝ｕ
（Ｘτ，Ｘ

·

τ） （２６）
即半主动的ＭＲ阻尼器可执行最优主动时滞控制律．

为估算控制功效，将最优时滞控制力（２２）代
入式（２０），得到受控系统的平均Ｉｔ方程

ｄＨ＝［ｍ（Ｈ）－１２ｒＧ（Ｈ）
ｄＶ
ｄＨ］ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢｅ（ｔ）

（２７）
建立相应的ＦＰＫ方程，求得平稳概率密度

ｐ（Ｈ）＝Ｃ０ｅｘｐ｛－∫
Ｈ

０

［（－２ｍ（ｙ）＋Ｇ（ｙ）ｒ
ｄＶ
ｄｙ＋

　ｄσ
２（ｙ）
ｄｙ ）／σ２（ｙ）］ｄｙ｝ （２８）

２６２
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式中Ｃ０是归一化常数．利用式（２８）可估算受控滞
回柱的均方响应与均方控制力，即

Ｅ［Ｘ２ｃ］＝∫
∞

０

ｐ（Ｈ）
Ｔ（Ｈ）ｄＨ∫

ａ

－ａ

２ｘ２ｄｘ
２Ｈ－２Ｖｐ（ｘ槡 ）

（２９）

Ｅ［ｕ２］＝∫
∞

０

Ｇ（Ｈ）
４ｒ２
（
ｄＶ
ｄＨ）

２ｐ（Ｈ）ｄＨ （３０）

未控滞回柱的均方响应Ｅ［Ｘ２ｕ］可类似地求得．用如
下指标评价控制功效

Ｋ＝
Ｅ［Ｘ２ｕ槡 ］－ Ｅ［Ｘ２ｃ槡 ］

Ｅ［Ｘ２ｕ槡 ］
×１００％ （３１）

μ＝ Ｋ
Ｅ［ｕ２槡 ］／２Ｄ槡 １

（３２）

指标Ｋ是系统受控前后均方根位移之差的百分比，
反映控制效果；指标μ是系统位移百分比降低与规
范化均方根控制力之比，反映控制效率．显然，Ｋ与

μ值越高，控制方法越好．

图１　不同外激强度（Ｄ１）下的控制效果

（Ｋ无时滞；Ｋτ时滞）与效率（μ）

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ（Ｋｎｏｎｄｅｌａｙｅｄ；Ｋτｄｅｌａｙｅｄ）

ａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ（μ）ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ（Ｄ１）

图１　不同参激强度（Ｄ２）下的控制效果

（Ｋ无时滞；Ｋτ时滞）与效率（μ）

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ（Ｋｎｏｎｄｅｌａｙｅｄ；Ｋτｄｅｌａｙｅｄ）

ａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ（μ）ｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ（Ｄ２）

选取结构参数ξ＝０．０２５，ｋ１＝０．０４，ｋ２＝０．１，α
＝β＝γ＝０．５，Ａ＝ｎ＝１与控制参数 ｒ＝１，ｓ１＝ｓ３＝

０，ｓ２＝１，ｄＶ（０）／ｄＨ＝３．５及时滞 τ＝０．０５，进行数

值计算，结果如图１和２所示，它们分别展示了控
制效果与效率随外参激强度的变化．可见，本文的
最优时滞控制方法可达到很好的控制功效．

４　结束语

反馈控制过程的时滞不可避免，时滞可能退化

最优控制的性能，并导致受控系统的不稳定，如何

有效地补偿时滞效应，改善时滞控制效果是控制领

域有待研究的一个重要问题．本文提出了一种基于
随机平均的最优时滞控制方法，并通过例子说明其

较好的控制效果．如何更好地提高随机最优时滞控
制效果，使方法具有更广的适用性，仍有待于进一

步的研究．
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