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Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的最小时间同步

马明　郑永爱　胡冯仪　刘云
（扬州大学信息工程学院，扬州　２２５００９）

摘要　采用最小时间控制方法为Ｒｏｓｓｌｅｒ的同步误差系统设计了一个非线性状态反馈控制器，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ

稳定性理论，证明了所设计的控制器能够使受控误差系统全局渐近稳定到同步误差系统的零点，并且使所

提出的目标泛函取得极小值．数值仿真表明，所设计的控制器实用有效并且易于实现．

关键词　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统，　最小时间控制，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

引言

１９９０年，Ｐｅｃｏｒａ和 Ｃａｒｒｏｌｌ提出了“混沌同步”
的概念，并在实验室中用电路实现了同一信号驱动

下的两个相同耦合混沌系统的同步．现如今，人们
对混沌同步己做了很多深入的研究，并在不同的混

沌系统中实现了不同类型的混沌同步，如完全同

步，广义同步，相同步，延迟同步［１～３］等．
最小时间控制问题，又称时间最优控制问题，

它要求在容许控制范围内寻求最优控制，使系统的

轨道以最短的时间从任意初始状态转移到要求的

目标集．最小时间控制问题在实践中具有重要意
义，如希望导弹以最短的时间击中目标，被控对象

在最短的时间内达到平衡位置等．一般来说，求非
线性系统和任意目标集的时间最优控制的解析解

十分困难，所以很多文献［５～１２］并没有讨论最小
时间控制．本文对一类系统进行了分析，给出了最
小时间控制器的显式表达，理论证明和数值模拟表

明该控制器的有效性．

１　最小时间控制

考虑如下一阶非线性状态方程：

ｘ＝－ｇ（ｘ，ｔ）＋Ｋｕ，ｘ（ｔ０）＝ｘ０ （１）

式中ｘ∈Ｒ１是状态变量，ｇ（ｘ，ｔ）是关于 ｘ连续可微
的且ｇ（０，ｔ）＝０，Ｋ＞０是常数．而控制ｕ∈Ｒ１且｜ｕ｜

≤１．我们的问题是对给定的初态 ｘ（ｔ０）＝ｘ０∈Ｒ
１，

求满足约束，使状态方程（１）的解满足 ｘ（ｔｆ）＝０且
性能指标

Ｊ［ｕ（·）］＝∫
ｔｆ

ｔ０
１ｄｔ （２）

达到最小的控制ｕ．
假设最小时间控制问题的控制存在，由（１）和

（２）得到哈密顿函数为：
Ｈ（ｘ，ｕ，λ，ｔ）＝１－λｇ（ｘ，ｔ）＋Ｋλｕ （３）

而共轭方程和横截条件为：

λ· ＝－Ｈｘ
＝ｇ（ｘ，ｔ）

ｘ λ，λ（ｔｆ）＝－μ （４）

其中μ为待定常数且 μ≠０．否则若 μ＝０，则有 Ｈ
（ｔｆ）＝１，它与Ｈ（ｔｆ）＝０（因目标集为 ｘ（ｔｆ）＝０，不
显含ｔｆ）矛盾．

已知ｇ（ｘ，ｔ）关于 ｘ连续可微的，记 ｈ（ｘ，ｔ）＝
ｇ（ｘ，ｔ）
ｘ

，只要注意到λ（ｔｆ）＝－μ，（４）式可表达为

ｄλ
λ
＝ｈ（ｘ，ｔ）ｄｔ，从ｔ到ｔｆ积分上式，并考虑到λ（ｔｆ）

＝－μ，可得

ｌｎλ（ｔｆ）－ｌｎλ（ｔ）＝∫
ｔｆ

ｔ
ｈ（ｘ，ｔ）ｄｔ （５）

将上式两边取指数得

λ（ｔｆ）
λ（ｔ）

＝ｅ∫
ｔｆ
ｔ
ｈ（ｘ，ｔ）ｄｔ，即λ（ｔ）＝－μｅ－∫

ｔｆ
ｔ
ｈ（ｘ，ｔ）ｄｔ（６）

因为ｅ－∫ｔｆｔｈ（ｘ，ｔ）ｄｔ＞０，由上式直接得：
ｓｇｎ（λ（ｔ））＝－ｓｇｎ（μ） （７）

为确定最小时间控制，由极小值原理得：

Ｈ（ｘ，ｕ，λ，ｔ）≤Ｈ（ｘ，ｕ，λ，ｔ） （８）
考虑到Ｋ＞０且｜ｕ｜≤１，得到如下最优控制律：

ｕ（ｔ）＝ｓｇｎ（λ（ｔ）），即ｕ（ｔ）＝－ｓｇｎ（μ）
（９）



动　力　学　与　控　制　学　报 ２００８年第６卷

由于μ≠０，因此最小时间控制只能有两种形式：
ｕ（ｔ）＝１，ｔ＞ｔ０或ｕ ＝－１，ｔ＞ｔ０ （１０）
若ｘ（ｔ０）＝０，由于要求 ｘ（ｔｆ）＝０且注意到 ｇ

（０，ｔ）＝０，显然，最优控制 ｕ（ｔ）＝０．而最优性能
指标显然为零．

如果ｘ（ｔ０）＞０，设ｔ是使ｘ（ｔ）＝０的第一个

时刻，显然ｔ －ｔ０就是把ｘ０引导到ｘ（ｔ）＝０的最
短时间，而且有

ｘ（ｔ）＞０，ｔ∈［ｔ０，ｔ） （１１）

由于最优控制只有两种形式，ｕ（ｔ）＝１，ｕ（ｔ）＝
－１，只要能判断出当 ｘ（ｔ０）＞０时，最小时间控制

是用ｕ（ｔ）＝１还是用ｕ（ｔ）＝－１便可．为此，将
ｕ（ｔ）＝１和ｕ（ｔ）＝－１分别代入（１）得：

ｘ＋＝－ｇ（ｘ＋，ｔ）＋Ｋ，ｘ－＝－ｇ（ｘ－，ｔ）－Ｋ

（１２）
其中ｘ＋为（１）对应于ｕ（ｔ）＝１，初态ｘ（ｔ０）＝ｘ０的

解，而ｘ－为（１）对应于 ｕ（ｔ）＝－１，初态 ｘ（ｔ０）＝
ｘ０的解．只要注意到ｘ＋（ｔ０）＝ｘ－（ｔ０）和－Ｋ＜Ｋ，由
（１２）有ｘ＋（ｔ０）＞ｘ－（ｔ０）．说明 ｘ＋（ｔ）在 ｔ０处的斜
率大于ｘ－（ｔ）在 ｔ０处的斜率，因此存在一个 ε＞０
使

ｘ＋（ｔ）＞ｘ－（ｔ），ｔ∈（ｔ０，ｔ０＋ε） （１３）

如果ｘ＋（ｔ）＞ｘ－（ｔ），ｔ∈［ｔ０，ｔ），则作为时间 ｔ
的曲线ｘ＋（ｔ）比 ｘ－（ｔ）后于时间轴相交．因此，最

小时间控制为ｕ ＝－１，现反设存在一个 ｔ１∈（ｔ０，
ｔ）使

ｘ－（ｔ）＜ｘ＋（ｔ），ｔ∈（ｔ０，ｔ１）
ｘ－（ｔ）＝ｘ＋（ｔ），ｔ＝ｔ１
ｘ－（ｔ）＞ｘ＋（ｔ），ｔ∈（ｔ１，ｔ１＋δ） （１４）

其中δ为一正数．（１４）说明作为时间 ｔ的曲线，在
ｔ１时刻前 ｘ＋（ｔ）位于 ｘ－（ｔ）之上，而在 ｔ１时刻之
后，ｘ＋（ｔ）位于 ｘ－（ｔ）之下，因此必有 ｘ＋（ｔ１）＜ｘ－
（ｔ１）；另一方面由（１２）可得：

ｘ＋（ｔ１）＝－ｇ（ｘ＋（ｔ１），ｔ１）＋Ｋ，ｘ－（ｔ１）＝－ｇ
（ｘ－（ｔ１），ｔ１）－Ｋ （１５）
只要注意到 ｘ＋（ｔ１）＝ｘ－（ｔ１），则有 ｇ（ｘ＋（ｔ１），ｔ１）
＝ｇ（ｘ－（ｔ１），ｔ１），因而有
ｘ＋（ｔ１）－ｘ－（ｔ１）＝２Ｋ＞０ （１６）

它与ｘ＋（ｔ１）＜ｘ－（ｔ１）矛盾．它说明满足（１４）的 ｔ１
是不存在的．因此有

ｘ＋（ｔ）＞ｘ－（ｔ），ｔ∈（ｔ０，ｔ） （１７）

即作为时间ｔ的曲线ｘ－（ｔ）先于ｘ＋（ｔ）与时间轴相

交．因此，当 ｘ（ｔ０）＝ｘ０＞０时，得到 ｕ ＝－１．从
（１１）可得

ｕ ＝－ｓｇｎ（ｘ），ｘ＞０ （１８）
同理当ｘ（ｔ０）＝ｘ０＜０时，有 ｘ＋（ｔ）＜ｘ－（ｔ），ｔ∈

（ｔ０，ｔ）．类似地讨论知道此时最小时间控制为 ｕ

＝１，由于此时ｘ＋（ｔ）＜０，ｔ∈［ｔ０，ｔ）．所以仍有

ｕ ＝－ｓｇｎ（ｘ），ｘ＜０ （１９）
综上所述，如果最小时间控制问题的控制存

在，其最优控制为

ｕ ＝－ｓｇｎ（ｘ） （２０）

２　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统最小时间同步的实现及数值
仿真

Ｒｏｓｓｌｅｒ系统的数学模型为：
ｘ１＝－ｘ２－ｘ３
ｘ２＝ｘ１＋ｂｘ２
ｘ３＝ｂ＋ｘ３（ｘ１－ａ） （２１）

当参数ｂ＝０．２和 ａ＝５．７时，系统是混沌的，图１
显示了系统的相位图（初值取［１，１，１］）．

图１　Ｒｏｓｓｌｅｒ系统混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆＲｏｓｓｌｅｒｓｙｓｔｅｍ

构造响应系统为：

ｙ１＝ｙ２－２ｘ２－ｘ３＋ｕ
′
１＋ｕ１

ｙ２＝ｙ１＋ｂｙ２＋ｕ
′
２＋ｕ２

ｙ３＝－（ｙ３－ｘ３）
３－（ｙ３－ｘ３）

２＋ｕ′３＋ｕ３ （２２）

其中ｕ＝［ｕ１，ｕ２，ｕ３］
Ｔ为控制变量，｜ｕｉ｜≤１，ｉ＝１，

２，３，ｕ′＝［ｕ′１，ｕ
′
２，ｕ

′
３］为前馈向量：

ｕ′１＝
ｃ１ｃ２
ｃ１－ｃ２

［ｙ１－ｘ１＋ｃ１（ｙ２－ｘ２）］
３

ｕ′２＝
ｃ１
ｃ２－ｃ１

［ｙ１－ｘ１＋ｃ１（ｙ２－ｘ２）］
３

ｕ′３＝ｂ＋ｘ３（ｘ１－ａ） （２３）

０５２
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其中

ｃ１＝
ｂ＋ ｂ２＋槡 ４
２

ｃ２＝
ｂ－ ｂ２＋槡 ４
２ （２４）

令ｅ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ）得误差系统为：

ｅ１＝ｅ１＋
ｃ１ｃ２
ｃ１－ｃ２

（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
３＋ｕ１

ｅ２＝ｅ１＋ｂｅ２＋
ｃ１
ｃ２－ｃ１

（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
３＋ｕ２

ｅ３＝－ｅ
３
３－ｅ

２
３＋ｕ３ （２５）

令η１＝ｅ１＋ｃ１ｅ２，η２＝ｅ１＋ｃ２ｅ２，η３＝ｅ３，ｖ＝ｕ１＋ｃ１ｕ２，
ｖ２＝ｕ１＋ｃ２ｕ２，ｖ３＝ｕ３，则：

η·１＝ｃ１η１－ｃ１η
３
１＋ｖ１

η·２＝ｃ２η２＋ｖ２

η·３＝－η
３
３－η

２
３＋ｖ３ （２６）

对于系统（２６）取性能指标 Ｊ［ｖ（·）］＝∫ｔｆｔ０１ｄｔ
＝ｔｆ，系统（２１）与系统（２２）同步等价于 ｌｉｍｔ→∞ｅ（ｔ）＝

ｌｉｍ
ｔ→∞
［ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ）］＝０，ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝０等价于 ｌｉｍ

ｔ→∞
η（ｔ）

＝０（η（ｔ）＝［η１，η２，η３］
Ｔ），所以系统（２１）与系统

（２２）同步等价于系统（２６）渐近稳定到零点．为了
满足ｔｆ最小，由最小时间控制原理分析可得：

ｖ１＝－ｃ１ｓｇｎ（η１）
ｖ２＝ｃ２ｓｇｎ（η２）
ｖ３＝－ｓｇｎ（η３） （２７）

即：

ｖ１＝ｕ１＋ｃ１ｕ２＝－ｃ１ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）
ｖ２＝ｕ１＋ｃ２ｕ２＝ｃ２ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）
ｖ３＝ｕ３＝－ｓｇｎ（ｅ３） （２８）

解得：

ｕ１＝
ｃ１ｃ２
ｃ１－ｃ２

［ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ１ｅ２）＋ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）］

ｕ２＝
ｃ２ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）＋ｃ１ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）

ｃ２－ｃ１
ｕ３＝－ｓｇｎ（ｅ３） （２９）

代入系统（２５）得：

ｅ１＝ｅ２＋
ｃ１ｃ２
ｃ１－ｃ２

（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
３＋

ｃ１ｃ２
ｃ１－ｃ２

［ｓｇｎ（ｅ１＋

ｃ１ｅ２）＋ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）］

ｅ２ ＝ｅ１ ＋ｂｅ２ ＋
ｃ１
ｃ２－ｃ１

（ｅ１ ＋ｃ１ｅ２）
３ ＋

ｃ２ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）＋ｃ１ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
ｃ２－ｃ１

ｅ３＝－ｅ
３
３－ｅ

２
３－ｓｇｎ（ｅ３） （３０）

构造如下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ＝１２［（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
２＋（ｅ１＋ｃ２ｅ２）

２＋ｅ２３］ （３１）

Ｖ（ｅ）≥０，当且仅当ｅ＝０时Ｖ＝０，对Ｖ求导得：
Ｖ·＝（ｅ１＋ｃ１ｅ２）（ｅ１＋ｃ１ｅ２）＋（ｅ１＋ｃ２ｅ２）（ｅ１＋

ｃ１ｅ２）＋ｅ３ｅ３＝（ｅ１＋ｃ１ｅ２）［ｅ２＋ｃ１ｅ１＋ｂｃ１ｅ２－ｃ１（ｅ１＋

ｃ１ｅ２）
３－ｃ１ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ１ｅ２）］＋（ｅ１＋ｃ２ｅ２）［ｅ２＋ｃ２ｅ１＋

ｂｃ２ｅ２＋ｃ２ｓｇｎ（ｅ１＋ｃ２ｅ２）］＋ｅ３ｅ３ （３２）

考虑式（２４）中ｃ１、ｃ２的值满足ｂｃ１＋１＝ｃ
２
１、ｂｃ２＋１＝

ｃ２２，式（３２）简化为：

Ｖ·＝ｃ１（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
２－ｃ１（ｅ１＋ｃ１ｅ２）

４－ｃ１｜ｅ１＋ｃ１ｅ２
｜＋ｃ２（ｅ１＋ｃ２ｅ２）

２＋ｃ２｜ｅ１＋ｃ２ｅ２｜－ｅ
４
３－ｅ

３
３－｜ｅ３｜

由（２４）可知ｃ１＞０，ｃ２＜０，所以 ｃ２（ｅ１＋ｃ２ｅ２）
２＋ｃ２｜

ｅ１＋ｃ２ｅ２｜≤０，当｜ｅ１＋ｃ１ｅ２｜≥１时，ｃ１（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
２－

ｃ１（ｅ１＋ｃ１ｅ２）
４≤０，当｜ｅ１＋ｃ１ｅ２｜＜１时，ｃ１（ｅ１＋

ｃ１ｅ２）
２－ｃ１｜ｅ１＋ｃ１ｅ２｜≤０，所以 ｃ１（ｅ１＋ｃ１ｅ２）

２－ｃ１
（ｅ１＋ｃ１ｅ２）

４－ｃ１｜ｅ１＋ｃ１ｅ２｜≤０，同理可得－ｅ
４
３－ｅ

３
３－

｜ｅ３｜≤０，即Ｖ
·≤０当且仅当 ｅ１＋ｃ１ｅ２＝０，ｅ１＋ｃ２ｅ２＝

０且ｅ３＝０时，Ｖ
· ＝０．即 ｅ１＝ｅ２＝ｅ３＝０时，Ｖ

· ＝０．所
以受控系统（３０）全局渐近稳定，即ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
［ｙ

（ｔ）－ｘ（ｔ）］＝０．系统（２１）与系统（２２）同步实现．

图２　误差系统状态变量随时间演化图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｂｌｅｏｒｂｉｔｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

为了验证最小时间同步能力，取系统参数 ｂ＝
０．２和ａ＝５．７，这时候控制律由（２９）给出，取系统

（３０）的初值为ｅ０＝［１，－１，２］
Ｔ，图２～图４展示了

系统（３０）的轨道可以迅速趋于零点．考虑系统

（２５），在满足稳定的情况下改变参数的值（其中 ｃ２
＝－０．９０５为最优控制对应参数），为了简单起见，

我们只比较了 ｅ２的收敛时间，由表１可得时间参

１５２
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数的最优性．

图３　误差系统状态变量随时间演化图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｂｌｅｏｒｂｉｔｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｏｆｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

图４　误差系统状态变量随时间演化图

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｌｅｏｒｂｉｔｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｏｆｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

表１　误差系统变量的收敛时间

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｉｍｅｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｏｆｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ

ｃ２ ｃ２＝０．９０５ ｃ２＝０．１ ｃ２＝０．５ ｃ２＝１．５
Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｉｍｅ（ｓ） １８ ２２ １９ ２０

３　结论

本文应用最小时间控制方法为 Ｒｏｓｓｌｅｒ混沌系

统设计了一个最优非线性状态反馈控制器．采用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论证明所设计的控制器能够使

受控误差系统全局渐近稳定到误差系统的零点．数

值仿真表明，这种最小时间控制方法实用有效，易

于实现．在不同的初始条件下，可以迅速将受控误

差系统控制到系统的零点．
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