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一类非线性切换系统的观测器设计
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摘要　研究了一类切换规则为时间依赖型的非线性切换系统的观测器设计问题．分别在切换序列已知与平

均驻留时间已知的情况下利用线性矩阵不等式（ＬＭＩ）给出了非线性项满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件的切换系统的观测

器增益求解方法，并给出了观测器设计步骤．最后给出仿真算例说明了本文方法的有效性．

关键词　非线性切换系统，　观测器，　平均驻留时间，　ＬＭＩ

引 言

切换系统的稳定性分析以及控制器设计是目前

切换系统的研究热点［１－６］．然而大多数研究成果都是
基于状态反馈设计控制器，在很多实际系统中只有部

分状态可测，在这种情况下状态观测器的设计就非常

必要．文［７，８］基于公共Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法设计的连续和
离散系统观测器保证了误差系统在任意切换规则下

均能渐近稳定，但公共Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法具有较强的
保守性，在一定程度上限制了结果的应用．文献［９］基
于多Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法设计了一类切换规则为状态依
赖的线性切换系统观测器，使用状态重置方法将观测

器状态投影到切换面上，但此类方法只适用切换面为

平面或超平面的切换系统．本文考虑切换规则为时间
依赖的一类非线性切换系统观测器设计问题，利用一

组ＬＭＩ给出了切换系统观测器增益求解方法，最后给
出了该类非线性切换系统观测器的设计步骤．

１　问题描述与预备知识

考虑含有Ｎ个子系统的非线性切换系统
ｘ＝Ａσ（ｔ）ｘ＋Ｂσ（ｔ）ｕ＋ｆσ（ｔ）（ｔ，ｕ，ｘ）
ｙ＝Ｃσ（ｔ）ｘ （１）

其中 ｘ∈Ｒｎ，ｕ∈Ｒｍ，ｙ∈Ｒｐ．Ａｉ∈Ｒ
ｎ×ｎ，Ｂｉ∈

Ｒｎ×ｍ，Ｃｉ∈Ｒ
ｎ×ｐ为定常矩阵．切换规则 σ（ｔ）：［０，

∞）→Ｉ＝｛１，２，…，Ｎ｝为时间依赖型，Ｉ＝｛１，２，…，
Ｎ｝为Ｎ个子系统标识集合．在切换规则σ（ｔ）作用
下，形成切换时刻序列｛ｔｋ｝∞ｋ＝０＝｛ｔ０，ｔ１，ｔ２，…，ｔｋ，
…｝，其中ｔ０为初始时刻，ｔｋ为第 ｋ次切换时刻．假
设ｆｉ（·，·，ｘ）满足全局Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件

‖ｆｉ（ｔ，ｕ，ｘ）－ｆｉ（ｔ，ｕ，^ｘ）‖＜γｉ‖ｘ－^ｘ‖，

　ｕ∈Ｒｍ，ｔ∈Ｒ，ｉ∈Ｉ （２）
构造如下的切换系统：

　ｘ^·＝Ａσ（ｔ）ｘ^＋Ｂσ（ｔ）ｕ＋ｆσ（ｔ）（ｔ，ｕ，ｘ^）＋Ｌ（ｔ）（ｙ－Ｃσ（ｔ）ｘ^）（３）

切换规则σ（ｔ）与系统（１）相同，Ｌ（ｔ）∈Ｒｎ×ｐ是关于
序列｛ｔｋ｝∞ｋ＝０的分段常值矩阵．令 ｘ

～＝ｘ－ｘ^，则由（１）
和（３）可得：

ｘ～
·

＝（Ａσ（ｔ）－Ｌ（ｔ）Ｃσ（ｔ））ｘ
～＋ｆσ（ｔ）（ｔ，ｕ，ｘ）－ｆσ（ｔ）（ｔ，ｕ，ｘ^） （４）

称系统（４）为系统（１）和（３）的误差系统，若（４）稳
定，则称（３）为（１）的状态观测器．

２　主要结果

定理１　考虑系统（１）在切换时刻ｔｋ从子系统

ｉ切换到子系统ｊ．若存在Ｐｊ与Ｘｊ使得
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  －１
γ２ｊ
Ｉ Ｐｊ

   ＡＴｊＰｊ＋ＰｊＡｊ－Ｃ
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均可解，其中αｊ＞０，βｊ＞０，λ（ｔ）满足

　λ（ｔ）＞
ｌｎ（βｊ／αｉ）
ｔｋ＋１－ｔｋ

　αｉ＜βｊ

０　　　αｉ≥β
{

ｊ

ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１），ｋ＝１，２，…

（６）
则当系统（３）选取增益 Ｌ（ｔ）＝Ｐ－１ｊ Ｘｊ，ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１）
时，为系统（１）的观测器．

证明　将Ｌ（ｔ）＝Ｐ－１ｊ Ｘｊ代入到式（５）中，等价
于下列条件

αｊＩ＜Ｐｊ＜βｊＩ （７）

（Ａｊ－Ｌ（ｔ）Ｃｊ）
ＴＰｊ＋Ｐｊ（Ａｊ－Ｌ（ｔ）Ｃｊ）＋

　γ２ｊＰ
Ｔ
ｊＰｊ＋λ（ｔ）Ｐｊ＋Ｉ＜０ （８）

考虑在切换时刻ｔｋ从子系统ｉ切换到ｊ．当ｔ∈
（ｔｋ，ｔｋ＋１）时，误差系统为

珓ｘ
·

＝（Ａｊ－Ｌ（ｔ）Ｃｊ）珓ｘ＋ｆｊ（ｔ，ｕ，ｘ）－ｆｊ（ｔ，ｕ，^ｘ）（９）

考虑Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为Ｖｊ（珓ｘ）＝珓ｘ
ＴＰｊ珓ｘ，ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１），

并考虑Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件（２）得到

Ｖ
·

ｊ（珓ｘ）≤珓ｘ
Ｔ［（Ａｊ－Ｌ（ｔ）Ｃｊ）

ＴＰｊ＋

　Ｐｊ（Ａｊ－Ｌ（ｔ）Ｃｊ）＋γ
２
ｊＰ
Ｔ
ｊＰｊ＋Ｉ］珓ｘ

再由（８）得Ｖ
·

ｊ（珓ｘ）＜－λ（ｔ）珓ｘ
ＴＰｊ珓ｘ＝－λ（ｔ）Ｖｊ（珓ｘ），

ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１），因此有Ｖ
·

ｉ＜０，ｉ∈Ｉ．
定义分段 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数 Ｖ（ｔ）＝Ｖｉ（珓ｘ），ｉ∈Ｉ．

假设在区间［ｔｋ－１，ｔｋ］上子系统 ｉ工作，在区间［ｔｋ，

ｔ）上子系统 ｊ工作．得 Ｖ（ｔ）≤ｅ－λ（ｔ）（ｔ－ｔｋ）Ｖ（ｔ＋ｋ），等

价于Ｖ（ｔ）≤ｅ－λ（ｔ）（ｔ－ｔｋ）
Ｖ（ｔ＋ｋ）
Ｖ（ｔ－ｋ）

Ｖ（ｔ－ｋ）．其中 Ｖ（ｔ
－
ｋ）＝

ｌｉｍ
ｔ→ｔ－ｋ
Ｖ（ｔ），Ｖ（ｔ＋ｋ）＝ｌｉｍ

ｔ→ｔ＋ｋ
Ｖ（ｔ）．由于

Ｖ（ｔ＋ｋ）＝Ｖｊ（ｔｋ）与 Ｖ（ｔ
－
ｋ）＝Ｖｉ（ｔｋ），有 Ｖ（ｔ）≤

ｅ－λ（ｔ）（ｔ－ｔｋ）
Ｖｊ（ｔｋ）
Ｖｉ（ｔｋ）

Ｖ（ｔ－ｋ）．当 ｔ＝ｔｋ＋１时，Ｖ（ｔ
－
ｋ＋１）＜

ｅｌｎ（Ｖｊ（ｔｋ）／Ｖｉ（ｔｋ））－λ（ｔ）（ｔｋ＋１－ｔｋ）Ｖ（ｔ－ｋ）．由（６）得
ｌｎ（Ｖｊ（ｔｋ）／Ｖｉ（ｔｋ））－λ（ｔ）（ｔｋ＋１－ｔｋ）＜

　

ｌｎ（Ｖｊ（ｔｋ）／βｊ‖ｘ
～‖２）＋

　ｌｎ（αｉ‖ｘ
～‖２／Ｖｉ（ｔｋ））　　　　αｉ＜βｊ

ｌｎ（Ｖｊ（ｔｋ）／Ｖｉ（ｔｋ））　　　　　　αｉ≥β
{

ｊ

又由式（７）得，若αｉ＜βｊ，有ｌｎ（Ｖｊ（ｔｋ）／βｊ‖ｘ
～‖２）＋

ｌｎ（αｉ‖ｘ
～‖２／Ｖｉ（ｔｋ））＜０；若 αｉ≥βｊ，同样有 ｌｎ（Ｖｊ

（ｔｋ）／Ｖｉ（ｔｋ））＜０．因此 Ｖ（ｔ
－
ｋ＋１）＜Ｖ（ｔ

－
ｋ），ｋ＝１，２，

…．误差系统（９）渐近稳定．证毕．
说明 １　由（６）可以看出参数 λ（ｔ）仅与切换

序列中的ｔｋ和ｔｋ＋１有关，并不需要在设计观测器时

完全预先了解原系统的切换序列｛ｔｋ｝∞ｋ＝０，只用在每
个时刻ｔｋ时确定下一个时刻ｔｋ＋１即可．

定理１　要求在 ｔｋ计算出 ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１）中的 Ｌ

（ｔ）＝Ｐ－１ｊ Ｘｊ，ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１），由于（５）中的 λ（ｔ）是时
变的，需要在每个切换时刻不断重新求解，因此 Ｌ
（ｔ）是一个分段常值矩阵．若能确定原系统的平均
驻留时间，则可对每个子系统离线构造一个常值观

测器增益矩阵Ｌｉ．

定义 １［１０］对于切换规则 σ和 Ｔ＞ｔ≥０，Ｎσ（ｔ，
Ｔ）为区间（ｔ，Ｔ）上的切换次数，若存在Ｎ０≥０和τａ
＞０使得Ｎσ（ｔ，Ｔ）≤Ｎ０＋（Ｔ－ｔ）／τａ成立，则 τａ称
为平均驻留时间．

定理 ２　考虑切换系统（１），其平均驻留时间
为τａ，对ｉ∈Ｉ存在Ｐｉ与Ｘｉ使得

　　

αＩ－Ｐｉ ０ ０ ０

 Ｐｉ－βＩ ０ ０

  －１
γ２ｉ
Ｉ Ｐｉ
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Ｔ
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Ｔ
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＜０ （１０）

均可解，其中α＞０，β＞０，λ满足

λ＞ｌｎ（β／α）τａ
（１１）

则当切换系统（３）选取增益 Ｌｉ＝Ｐ
－１
ｉ Ｘｉ时，为非线

性切换系统（１）的状态观测器．
证明　类似定理１证明过程，将增益设计为Ｌｉ

＝Ｐ－１ｉ Ｘｉ可得

α‖ｘ～‖２＜Ｖｉ（ｘ
～
）＜β‖ｘ～‖２，

Ｖ
·

ｉ（ｘ
～
）＜－λｘ～ＴＰｉｘ

～＝－λＶｉ（ｘ
～
） （１２）

考虑Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｔ）＝Ｖｉ（ｘ），ｉ∈Ｉ，由（１２）和
由定义１可得

０４２
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Ｖ（ｔ）＝ｅ－λ（ｔ－ｔｋ）Ｖ（ｔ＋ｋ）＜

　（β／α）ｅ－λ（ｔ－ｔｋ）［Ｖ（ｔ－ｋ）］＜…＜

　（β／α）ｋｅ－λ（ｔ－ｔ０）Ｖ（ｔ０）

式（１１）等价于λ＝ｌｎ（β／α）τａ
＋ε，ε＞０，可得Ｖ（ｔ）＜

（β／α）Ｎ０ｅ－ε（ｔ－ｔ０）Ｖ（ｔ０）．因此‖ｘ
～
（ｔ）‖ ＜Ｃｅ－

ε
２（ｔ－ｔ０）

‖ｘ～（ｔ０）‖，其中Ｃ＝ （β／α）
Ｎ０＋槡

１．证毕．
状态观测器的设计步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：解式（５）或（１０），得到矩阵 Ｐｊ，Ｘｊ，ｔ∈
（ｔｋ，ｔｋ＋１）或Ｐｉ，Ｘｉ．

Ｓｔｅｐ２：求得增益Ｌ（ｔ）＝Ｐ－１ｊ Ｘｊ，ｔ∈（ｔｋ，ｔｋ＋１）或

Ｌｉ＝Ｐ
－１
ｉ Ｘｉ．

Ｓｔｅｐ３：设计观测器 ｘ^
·

＝Ａσ（ｔ）ｘ^＋Ｂσ（ｔ）ｕ＋ｆ
～

σ（ｔ）

（ｔ，ｕ，^ｘ）＋Ｌ（ｔ）（ｙ－Ｃσ（ｔ）^ｘ）
或

ｘ^
·

＝Ａσ（ｔ）^ｘ＋Ｂσ（ｔ）ｕ＋ｆ
～

σ（ｔ）（ｔ，ｕ，^ｘ）＋
　Ｌｉ（ｙ－Ｃσ（ｔ）^ｘ）．

３　仿真算例

考虑切换系统（１）为

Ａ１＝
－１ １０
－２ －[ ]１，Ｂ１＝［０　０］Ｔ，

Ｃ１＝［２　１］，ｆ１＝［０　ｓｉｎｘ２］
Ｔ，

Ａ２＝
－１．５ ８
－７ －[ ]２，Ｂ２＝［０　０］Ｔ，

Ｃ２＝［１　－２］，ｆ２＝［０　
ｓｉｎｘ２
槡１０
］Ｔ

图１　观测器状态 ｘ^与原系统状态ｘ的相图

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｆｏｒ^ｘａｎｄｘ

切换序列为：ｔｋ＝０．３ｋ，ｋ＝０，１，２…因此τａ＝０．３．γ１

＝１，γ２＝槡
１０
１０．选择α＝１，β＝１０，得 λ＝７．７７５３满

足（１０），由定理２算出 Ｌ１＝［１．８５０８　３．３３７４］
Ｔ，

Ｌ２＝［２．４４４０　－１．７６５８］
Ｔ，设系统初态ｘ（０）＝［５

　７］Ｔ，观测器初态 ｘ^（０）＝［－２　１３］Ｔ．仿真结果
如图１－２所示．

图２　误差状态 ｘ～与轨线

Ｆｉｇ．２　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｅｒｒｏｒｓｔａｔｅｘ～

４　结论

考虑了一类切换规则为时间依赖型的非线性

切换系统状态观测器设计问题．通过解一组 ＬＭＩ
设计了系统的观测器，在平均驻留时间已知的情况

下，进一步简化了结论，最后通过数值仿真验证了

本文方法的有效性．
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