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一类两自由度含间隙系统的 Ｈｏｐｆ分岔
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（兰州交通大学数理与软件工程学院，兰州　７３００７０）

摘要　建立了一类两自由度含间隙系统的力学模型，并研究了该系统的周期运动及运动的受扰运动．通过

选取适当的Ｐｏｉｎｃａｒé截面及系统碰撞的周期性条件，建立了系统的Ｐｏｉｎｃａｒé映射．利用Ｐｏｉｎｃａｒé映射数值证

明了Ｈｏｐｆ圈的存在性，揭示了并讨论了随着参数的变化系统通过Ｈｏｐｆ分岔及周期倍化分岔向混沌演化的

过程．最后讨论了系统参数对系统动力学行为的影响，为系统的动力学优化设计找到了理论依据．

关键词　含间隙系统，　Ｐｏｉｎｃａｒé映射，　周期运动，　Ｈｏｐｆ分岔

引 言

在动力机械中除设计要求有间隙外，很多运行

因素都会导致间隙出现．因此，对具有间隙的非线
性含系统的动力学研究受到很大的重视．随着生产
的发展和科学技术的进步，含间隙系统在实际工程

问题中愈来愈广泛地得到应用．含间隙系统的周期
运动的存在性、稳定性、分岔甚至混沌等问题的研

究已取得较大的进展．含间隙系统和碰撞振动系统
一般多为多参数系统，参数的变化将引起系统响应

的本质变化—产生分岔现象．因此这类机械与装置
的动态优化设计完全依赖于对系统复杂运动机理

的深刻了解．由于含间隙系统是复杂的非线性动力
学系统，对含间隙系统和碰撞振动系统的动力性态

的研究具有极大的理论价值和工程应用价值．它的
一些根本问题的解决，将推进非线性科学的发展．

Ｈｏｐｆ分岔是非线性系统产生自激振动的主要
机制之一．迄今为止，在电力系统、飞行器、航天器、
机车车辆、碰撞系统等大量工程系统中都发现有

Ｈｏｐｆ分岔导致的周期性振荡．关于分岔的一般理
论和应用，国内外已有不少专著论述，但主要限于

二维的情形．而在实际问题中人们经常会碰到高维
的情形．本文建立了一类两自由度含间隙系统的力
学模型，并研究了该系统的 １／ｎ周期运动，利用
Ｐｏｉｎｃａｒé映射数值研究了该系统的 Ｈｏｐｆ分岔，揭
示了该系统通过Ｈｏｐｆ分岔向混沌演化的过程．

１　两自由度含间隙系统的数学模型分析

图１是一两自由度含间隙系统与固定约束发
生碰撞的模型［３］．质量为 ｍｉ的质块分别由刚度为
Ｋｉ的弹簧和阻尼系数为 Ｃｉ的阻尼器相连接，两个
质块只作水平方向的运动，并分别受到简谐激振力

Ｐｉｓｉｎ（ΩＴ＋τ）（ｉ＝１，２）的作用．当质块 ｍ２的位移
Ｘ２等于间隙Ｂ时，质块 ｍ２与刚性约束发生碰撞，
改变运动方向后，又以新的初值运动，然后再次与

刚性约束发生碰撞，如此往复．假设模型中的阻尼
是Ｒａｙｌｅｉｇｈ型比例阻尼，碰撞过程由碰撞恢复系统
Ｒ（０＜Ｒ＜１）确定．

图１　两自由度含间隙系统的力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆ

ｔｗｏｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｃｌｅａｒａｎｃｅ

振动系统自由运动的微分方程为：
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质块ｍ２碰撞时的冲击方程为：

Ｘ
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式中Ｘ
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２－分别表示质块 ｍ２与刚性约束发生碰
撞前后的瞬时速度．
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并进一步令，μｋ＝μｃ
则可得方程（１）和（２）的无量纲方程：
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利用理论力学的知识，可很容易得到系统（４）

的无阻尼固有频率：
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取ψ为变换矩阵，做如下坐标变换：
Ｘ＝ψξ （８）

其中Ｘ＝（ｘ１，ｘ２）
Ｔ，ξ＝（ξ１，ξ２）

Ｔ．则经过坐标变换
（８），方程（４）可解耦为：
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式中，Ｉ是一个２×２单位阵，Ｃ和 Λ均为２×２矩
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由模态叠加法可以得到方程（４）的解：
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其中 Ａｊ和 Ｂｊ为待定系数，由系统（４）的初值和参
数决定．ψｉｊ为正则模态矩阵ψ的元素；ｌｊ＝－（ξωｊ－
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选取Ｐｏｉｎｃａｒé截面［２］σ｛（ｘ１，ｘ１，ｘ２，ｘ２，θ）∈Ｒ
４

×Ｓ．ｘ２＝－ｂ，ｘ２＝ｘ２＋｝，其中为了保证 θ∈［０，
２π），我们选取 θ＝ωｔｍｏｄ２π，可以建立１／ｎ周期运
动的映射方程．这里用符号 ｑ＝ｐ／ｎ表示碰撞振动
系统的周期运动（ｐ为碰撞次数，ｎ为激振力周期
数）．ｑ＝１／ｎ周期运动表示如果质块 ｍ２与刚性约
束碰撞后瞬间的无量纲时间 ｔ是０，那么在下一次
与刚性约束碰撞的瞬间的无量纲时间 ｔ为２ｎπ／ω．
从而，可以确定系统（４）碰撞运动的周期性条件：

　ｘ１（０）＝ｘ１（
２ｎπ
ω
）＝ｘ１０，ｘ２（０）＝ｂ，ｘ２（

２ｎπ
ω
）＝ｂ

　ｘ１（０）＝ｘ１（
２ｎπ
ω
）＝ｘ１０，ｘ２（０）＝Ｒｘ２（

２ｎπ
ω
）＝ｘ２＋

（１１）
将条件（１１）代入模态解（１０），即可得到待定系数
Ａｊ，Ｂｊ（ｊ＝１，２）和振动系统（４）的１／ｎ映射不动点：

Ｘ ＝（ｘ１０，ｘ１０，ｘ２＋，τ０）．
考虑系统１／ｎ运动的受扰运动，

ｘｉ＝∑
２

ｊ＝１
ψｉｊ（Ａｊｅ

ｌｊｔ＋Ｂｊｅ
ｌｊｔ
－

ｈｊｆ
－

ｊ（（ω
２
１＋

　ω２）ｓｉｎ（ωｔ＋τ０＋Δτ）＋２ωξω
２
１ｃｏｓ（ωｔ＋

　τ０＋Δτ））

ｘｉ＝∑
２

ｊ＝１
（ψｉｊ（ｌｊＡｊｅ

ｌｊｔ＋ｌ－ｊＢｊｅ
ｌｊｔ
－

ｈｊｆ
－

ｊ（ω（ω
２
１＋

　ω２）ｃｏｓ（ωｔ＋τ０＋Δτ）２ω
２ξω２１ｓｉｎ（ωｔ＋

　τ０＋Δτ）））　（ｉ＝１，２） （１２）
设系统发生碰撞后瞬时的无量纲时间为ｔ＝０，则系
统再次发生碰撞前瞬时的无量纲时间为 ｔｅ＝（２ｎπ
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＋Δθ）／ω，其中Δθ＝Δτ′－Δτ．则系统在相邻两次碰
撞时的边界条件可表示为：

ｘ１（０）＝ｘ１０＋Δｘ１０，ｘ１（ｔｅ）ｘ１０＋Δｘ
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′
２－ （１３）

综合式和，则可得系统的Ｐｏｉｎｃａｒé映射为：
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２　两自由度碰撞系统的Ｈｏｐｆ分岔

设系统参数（１）：ｂ＝０，μｍ＝１，μｃ＝μｋ＝３，ζ＝

０，Ｒ＝０．６，ｆ２０＝０，并选取激振频率 ω作为分岔参
数，图 ２为这组参数下的全局分岔图．通过计算
Ｐｏｉｎｃａｒé映射的Ｊａｃｏｂｉ矩阵在不动点处的特征值可
知：当ω∈［３．６，３．８５７９７），系统做周期运动．当 ω
＝３．８５７９７时，系统有一对共扼复特征值同时穿越
单位圆，碰撞振动系统的周期运动发生 Ｈｏｐｆ分岔，
形成概周期运动．在Ｐｏｉｎｃａｒé投影图表现为吸引不
变环，如图３（ａ）；随着ω的进一步增大吸引不变环
开始振荡，如图３（ｂ）；随后形成锁相，如图３（ｃ）；
并最终形成混沌，如图３（ｄ）．

图２　全局分岔图

Ｆｉｇ．２　Ｇｌｏｂａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

取定参数（２）：ｂ＝０，μｍ＝０．５，μｃ＝μｋ＝０．５，ζ
＝０，Ｒ＝０．２，ｆ２０＝０．我们考虑系统的１／１周期运
动，当ω＝５．２２０９０时系统有一对共扼复特征值同
时穿越单位圆．此时，系统的稳定焦点图４（ａ）向１／
１点的吸引不变圈转化，图４（ｂ）、图４（ｃ）；随着 ω
的进一步增大，当ω＝５．２８８时，１／１点的吸引不变
圈失去稳定性并形成稳定的８／８点的吸引不变圈，
图４（ｄ）；随后，８／８点的吸引不变圈破裂如图 ４

（ｅ），并再次转化成 １／１点的吸引不变圈，如图 ４
（ｆ）；当ω＝５．２９８１时，１／１点的吸引不变圈开始倍
化形成２个１／１点的吸引不变圈，如图４（ｇ）、图４
（ｈ）；最终形成混沌，如图４（ｉ）．

图３　系统参数（１）下的Ｐｏｉｎｃａｒé投影图

（ａ）：ω＝３．８８，（ｂ）：ω＝４．０１，（ｃ）：ω＝４．０１５，（ｄ）：ω＝４．０５

Ｆｉｇ．３　ＰｒｏｊｅｃｔｅｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（１）

（ａ）：ω＝３．８８，（ｂ）：ω＝４．０１，（ｃ）：ω＝４．０１５，（ｄ）：ω＝４．０５

图４　系统参数（２）下的Ｐｏｉｎｃａｒé投影图

（ａ）：ω＝５．２２０８９（ｂ）：ω＝５．２２５

（ｃ）：ω＝５．２７（ｄ）：ω＝５．２８８，（ｅ）：ω＝５．２８９２

（ｆ）：ω＝５．２８９６（ｇ）：ω＝５．２９８１（ｈ）：ω＝５．２９９５（ｉ）：ω＝５．３９５

Ｆｉｇ．４　ＰｒｏｊｅｃｔｅｄＰｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（２）

（ａ）：ω＝５．２２０８９，（ｂ）：ω＝５．２２５，

（ｃ）：ω＝５．２７，（ｄ）：ω＝５．２８８，（ｅ）：ω＝５．２８９２，

（ｆ）：ω＝５．２８９６，（ｇ）：ω＝５．２９８１，（ｈ）：ω＝５．２９９５，（ｉ）：ω＝５．３９５

３　结论

本文通过选取适当的Ｐｏｉｎｃａｒé截面，建立了一
类两自由度含间隙系统的Ｐｏｉｎｃａｒé映射，并得到利

７３２
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用Ｐｏｉｎｃａｒé映射数值证明了 Ｈｏｐｆ圈的存在性，并
数值研究了该系统通过Ｈｏｐｆ分岔向混沌演化的过
程．数值结果表明：系统可以通过１／１点的吸引不
变圈—８／８点的吸引不变圈—１／１点的吸引不变
圈，并最终通过倍化通向混沌．此外，通过分析系统
参数变化对系统动力学行为的影响，为系统的动力

学优化设计提供了理论依据．
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