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具有主共振耦合振子的混沌相位同步
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摘要　通过引入混沌运动的相位定义分析了线性和非线性耦合参数对两个主共振子系统之间的混沌相位

同步的影响．讨论了在严格１：１内共振条件下，两子系统不同步、不完全相位同步和完全相位同步之间的演

化过程，揭示了不同状态相互转化与Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变化之间的关系，指出随着线性耦合力的增加，相位同步

效应增强，然而随着非线性耦合力的增加，相位同步效应减弱．

关键词　相位同步，　Ｒｓｓｌｅｒ振子，　耦合，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

引 言

自１９９０年美国海军实验室的学者 Ｐｅｃｏｒａ和
Ｃａｒｒｏｌｌ在非线性电子线路中发现混沌同步效应以
来 ［１］，耦合系统中的混沌同步理论及其应用引起

了各国学者的广泛关注，成为当前非线性领域的热

点课题之一 ［２］．人们从理论分析、数值计算及实验
等多个角度深入探讨了不同领域中耦合系统混沌

同步的本质特征，取得了大量的成果［３－７］，诸如耦

合神经系统，电子线路系统，生物系统以及激光系

统等等［８－１５］．随着研究工作的不断深入，混沌同步
的概念也从完全同步拓展到广义混沌同步，尤其是

弱耦合下的混沌相位同步［１６，１７］．由于混沌运动的
相位不能直接从其时间历程上得到，人们提出了一

些方法从混沌信号的时间历程上计算混沌运动的

相位，如Ｇａｂｏｒ［１８］提出了基于信号分析方法计算混
沌信号的振幅和相位．近年来，Ｒｏｓｅｎｂｌｕｍ，Ｐｉｋｏｖｓｋｙ
和 Ｋｕｒｔｈｓ等人提出了基于 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射的计算混
沌信号相位的方法［１９］，其公式为

（ｔ）＝２πｋ＋２π（ｔ－ｔｋ）／（ｔｋ＋１－ｔｋ），
　ｔｋ＜ｔ＜ｔｋ＋１ （１）

其中ｔｋ和ｔｋ＋１分别表示第ｋ次和第ｋ＋１次与Ｐｏｉｎ
ｃａｒｅ截面相交的时间．混沌运动相位的平均增长率
可表示为

ω＝ｌｉｍ
Ｎ→∞
２πＮ／ｔ（Ｎ） （２）

其中ｔ（Ｎ）表示相点第Ｎ次相交到Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面时
所需要的时间．如果｜ｎ１－ｍ２｜＜ｃｏｎｓｔ．，则产生

ｎ：ｍ的混沌相位同步．
本文探讨两Ｒｓｓｌｅｒ系统在线性尤其是在非线

性耦合下的混沌相位同步．
ｘ１＝－ω１ｙ１－ｚ１＋ε１（ｘ２－ｘ１）＋ε２（ｘ

２
２－ｘ

２
１），

ｙ１＝ω１ｘ１＋ａｙ１，
ｚ１＝ｆ＋ｚ１（ｘ１－ｃ），

ｘ２＝－ω２ｙ２－ｚ２＋ε１（ｘ１－ｘ２）＋ε２（ｘ
２
１－ｘ

２
２），

ｙ２＝ω２ｘ２＋ａｙ２，
ｚ２＝ｆ＋ｚ２（ｘ２－ｃ















）

（３）
其中ａ＝０．１５，ｆ＝０．２，ｃ＝１０．０是为了保证参与耦
合的两子系统产生混沌现象．参数ω１，ω２分别表示

两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的固有频率，ε１和 ε２表示耦合

力．本文考虑两子系统在ω１，ω２等于１：１时两子系

统之间的相位同步效应．定义Ω１和Ω２分别表示两
子系统状态变量的平均频率，同时令

△ω＝Ω１－Ω２ （４）
表示两子系统在固有频率比为１：１情形下的平均
频率的差值．

１　线性耦合振子相位同步

为了研究两个固有频率比 ω１，ω２为１：１的混

沌相位同步，取 ω１＝ω２＝１．０，这说明两个子系统
的固有频率是一致的．两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的平均频
率可根据公式（２）直接计算，即在单位时间内系统
振动的数目．两个子系统的平均频率差随着耦合力
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ε１变化如图１所示．图１给出了两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统
同步的典型区域（见图１），即△ω随着耦合力 ε１
的增加趋近于零，即两个子系统的平均频率比锁定

在１：１，也就是说，两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统相位同步．当

ε１＜－０．０２３时，两个Ｒｓｓｌｅｒ系统平均频率差有小
的波动，说明两个子系统的平均频率存在小的差异．

为了揭示混沌相位同步的本质，图２给出了
耦合Ｒｓｓｌｅｒ系统四个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随着耦
合力ε１变化关系．当ε１＜０．１０５时，耦合系统几乎
总有两个正的、一个零和一个负的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，
除了两个小区域 ε１∈［－０．００４，－０．００１］和 ε１∈
［０．０２７５，０．０３２５］外，这两个小的区域对应于耦合
Ｒｓｓｌｅｒ系统的周期窗口．

图１　平均频率差

Ｆｉｇ．１　Ｍｅａｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

图２　四个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．２　ＦｏｕｒｅｌａｒｇｅＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

当ε１＜－０．０２３时，负的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数波动较

大，说明混沌吸引子在相空间的各个方向上收缩较

快，导致两个 Ｒｓｓｌｅｒ振子的相位有小的差异．然

而，当ε１＞－０．０２３时，负的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变化相

对缓慢，说明随着耦合力ε１的增加，混沌吸引子在

相空间的各个方向上变化是一致的，从而两个

Ｒｓｓｌｅｒ振子之间产生相位同步效应．进一步，当 ε１
＞０．１０３时，耦合系统中有一个正的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

变为负的，说明耦合系统的运动从超混沌状态过渡

到简单混沌状态，最终两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的相位保
持一致．

这个现象也可从扩散云来说明（见图３）．当ε１
＝－０．０４时，耦合的 Ｒｓｓｌｅｒ系统的相点分布在相
空间的两个矩形区域内（见图３ａ），然而，当耦合力

ε１增加时，耦合系统的相点逐渐集中到一个相对
小的区域（见图３ｂ），这个小区域最终收缩到一条
直线，对应于锁相动力学（见图 ３ｃ）．这说明两个
Ｒｓｓｌｅｒ振子随着耦合力ε１的增加由从不完全相位
同步向完全相位同步过渡．

图３　扩散云

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｆｆｕｓｅｃｌｏｕｄｓ

２　非线性耦合振子相位同步

两个子系统固有频率比为１：１的耦合系统，其
相位的变化可能会受到非线性耦合力的影响，本节

主要讨论在１：１情形下，参数 ε２如何对相位同步
产生影响．

图４　平均频率差

Ｆｉｇ．４　Ｍｅａｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

两个子系统的平均频率差随参数ε２变化曲线
见图４．从图４可以看出耦合Ｒｓｓｌｅｒ系统的同步区
域．当ε２＜０．００８３，△ω接近于０，即两个子系统的
平均频率比锁定在１：１，也就是说两个Ｒｓｓｌｅｒ系统
的平均频率比等于两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的固有频率
比，这说明两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统之间存在相位同步效
应．当ε２＞０．００８３时，平均频率差曲线存在小的波
动，这说明两个Ｒｓｓｌｅｒ振子之间的相位存在差异，
即当ε２＞０．００８３时，两个Ｒｓｓｌｅｒ系统之间相位同步
效应消失．

０３２
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图５给出了非线性耦合的 Ｒｓｓｌｅｒ系统四个较
大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随耦合参数 ε２变化的曲线．当

ε２＜０．００１７５时，除了一个很小的区域 ε２∈［０．
００１５８，０．００１７２］外，第三个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数很快地
变为负数，且其值非常小；除了两个很小的区域 ε２
∈［０．０００９，０．００１１］和 ε２∈［０．００１５８，０．００１７２］
外，第四个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是负数，且其值也非常
小．当０．００１７５＜ε２＜０．００８３时，第三个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数变为零，第四个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数仍然负数，这说
明两个子系统混沌相位同步．进一步的研究说明：
当ε２＞０．００８３时，第三个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变为正的，
两个子系统的平均频率差有明显的波动，导致两个

振子的相位不一致，即当ε２增加时，两个子系统的
相位由相位同步向不同步转化．

图５　４个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｆｏｕｒｌａｒｇｅｒＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

非线性耦合系统的混沌相位动力学也可以从扩

散云得到证实（见图６）．当ε＝０．０００２，相点分布在吸
引子的周围（见图６ａ），然而随着ε２的增加，相点几乎
分布到相平面某个确定的矩形区域（见图６ｂ），这说明
两个振子的相位差随着时间的增加趋于无穷，这也证

实了两个子系统相位不同步．总之，随着非线性耦合
力ε２的增加，耦合系统的同步效应被减弱．

图６　扩散云

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｆｆｕｓｅｃｌｏｕｄｓ

３　一般耦合振子相位同步

本节讨论参数 ε１和 ε２对耦合系统相位同步

的影响．
３．１　情形 （Ａ）ε２＝０．００５

当非线性耦合力 ε２＝０．００５时，两个 Ｒｓｓｌｅｒ

系统的平均频率差随着线性耦合力 ε１变化关系如
图７所示．从图７可以看出随着线性耦合参数 ε１
的增加，△ω接近与零，即两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的平均
频率比锁定在１：１，这说明线性耦合参数ε１在一定
条件下，耦合系统可能产生混沌同步现象．当 ε１＜
０．０时，两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的平均频率差有小的波
动，即两个Ｒｓｓｌｅｒ系统的相位差尽管很小，但是两
个Ｒｓｓｌｅｒ系统的相位仍然是不一致．

图７　平均频率差

Ｆｉｇ．７　Ｍｅａｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

图８　４个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｆｏｕｒｌａｒｇｅｒＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

当非线性耦合力ε２＝０．００５时，耦合系统的四

个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数随线性耦合力ε１变化曲线

如图８所示．从图８可知当 ε１＜０．１２５时，耦合系
统几乎总有两个正的、一个零和一个负 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

指数．进一步研究发现：当ε１＜０．０时，耦合系统负
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数有关键性的波动，说明混沌吸引
子在相应空间各个方向上的变化很快，导致两个

Ｒｓｓｌｅｒ系统之间的相位不一致．然而，当 ε１＞０．０
时，耦合系统负的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变化相对光滑，意
味着随参数ε１的增加，吸引子在相空间上的变化
几乎是一致的，即耦合系统是不完全相位同步的．

１３２
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而且，当 ε１＞０．１２５时，耦合系统原来两个正的
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数中的一个变为负的，这说明耦合系统
从超混沌状态向简单混沌转化，两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统
的相位完全一致．

图９　扩散云

Ｆｉｇ．９　Ｄｉｆｆｕｓｅｃｌｏｕｄｓ

这个现象也可以从扩散云得到证实，见图９．
当ε１＝－０．０５时，耦合系统的投影点固定在相空
间的两个矩形区域内（见图９ａ），当线性耦合力 ε１
增加时，耦合系统的相点集中到一个相对小的区域

里（见图９ｂ），随着线性耦合力 ε１的继续增加，耦
合系统的相点最终收敛到一条直线上（见图９ｃ），
即两个子系统的相位锁定，说明两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统
从不完全相位同步向完全相位同步变化．
３．２　情形 （Ｂ）ε２＝０．０２

当非线性耦合力ε２增加到０．０２时，ε１∈［０．０，

０．１５１］，两个 Ｒｓｓｌｅｒ系统的相位是不一致（见图
１０），即耦合系统是不同步的．当线性耦合力ε１增加
时，耦合系统的平均频率差波动的幅值变小；当ε１＞
０．１５１时，耦合系统的平均频率差趋近于零，即在ε１
＝０．０２５处，耦合系统从不同步向不完全相位同步转
化，对应于耦合系统一个正的 Ｌｙｐｕｎｏｖ指数变为负
的（见图１１）．耦合系统在ε１＝０．１８２处，从不完全相
位同步向完全相位同步转化，对应于耦合系统的另

一个正的Ｌｙｐｕｎｏｖ指数变为负的（见图１１）．

图１０　平均频率差

Ｆｉｇ．１０　Ｍｅａｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

耦合系统的扩散云图也证实了耦合系统从不同

步向不完全相位同步变化，直至完全相位同步（见图

１２），这不仅与耦合系统相位差的变化图（见图１０）
一致，而且与Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数变化和同步现象之间的
关系一致．

图１１　４个较大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅｆｏｕｒｌａｒｇｅｒＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

图１２　扩散云

Ｆｉｇ．１２　Ｄｉｆｆｕｓｅｃｌｏｕｄｓ

３．３　情形 （Ｃ）ε１＝０．０５
当线性耦合力 ε１＝０．０５时，ε２＜０．０１２，两个

Ｒｓｓｌｅｒ系统的平均频率差接近于零（见图１３），即耦
合系统相位同步．然而，当 ε２＞０．０１２时，两个
Ｒｓｓｌｅｒ系统的平均频率差有小的波动，波动的振幅
随非线性耦合力ε２的增加而变大，说明耦合系统在
临界值ε２＝０．０１２处，从相位同步向不同步转化，对
应于耦合系统的负的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数在这一点达到
最小值（见图１４）．

图１３　平均频率差

Ｆｉｇ．１３　Ｍｅａｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

当耦合系统相位同步时，其扩散云的相点集中

到一个相对紧的区域（见图１５ａ），随着参数ε２的增

加，耦合系统的相点分散到（ｙ１，ｙ２）平面的某个确定

的区域里（见图１５ｂ），即两个Ｒｓｓｌｅｒ系统的相位差

２３２
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随时间的增加趋于无穷大，这说明两个Ｒｓｓｌｅｒ系统
是不同步的．

图１４　４个最大的Ｌｙｐｕｎｏｖ指数

Ｆｉｇ．１４　ＴｈｅｆｏｕｒｅｌａｒｇｅＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓ

图１５　扩散云

Ｆｉｇ．１５　Ｄｉｆｆｕｓｅｃｌｏｕｄｓ

线性、非线性耦合力对耦合系统的相位同步影

响是完全不同的，即随着线性耦合力 ε１的增加，两

个子系统的相互作用导致耦合系统相位同步效应增

强；然而随着非线性耦合力ε２的增加，两个子系统

的相互作用导致子系统之间的平均频率不一致，即

随着非线性耦合力ε２的增加，耦合系统的相位同步

效应减弱．

４　结 论

两个主共振子系统在一定的耦合条件下产生混

沌相位同步现象，耦合系统相位同步的变化涉及到

不同的相位动力学行为．进一步地，相位同步的产生
与混沌结构有关，可以通过耦合系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数变化得到证实．耦合力对相位动力学的影响，尤其
对同步的影响，与周期激励系统相比是完全不同的，

即随着线性耦合力的增加，相位同步效应增强，而随

着非线性耦合力的增加，相位同步效应先增强后减

弱．
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