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空间框架结构弹性动力学非传统

Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理

姜凤华　罗恩
（中山大学应用力学与工程系，广州　５１０２７５）

摘要　根据古典阴阳互补和现代对偶互补的基本思想，通过罗恩提出的一条简单而统一的新途径，系统地

建立了空间框架结构弹性动力学的各类非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理．文中首先给出空间框架结构弹性动力

学的广义虚功原理的表式，然后从该式出发，不仅能得到空间框架结构弹性动力学的虚功原理，而且通过所

给出的广义Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换，还能系统地成对导出空间框架结构弹性动力学的５类变量、３类变量、２类变量

变分原理的互补泛函，以及１类变量和相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的泛函．同时，通过这条新途径还

能清楚地阐明这些原理的内在联系．

关键词　空间框架结构，　弹性动力学，　相空间，　非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理，　初值边值问题

引 言

近年来随着社会经济的繁荣和城市化建设步

伐的加大，我国高层建筑发展迅速．框架结构由梁
柱构成，构件截面较小，能为建筑提供灵活的使用

空间，适合大规模工业化施工，效率较高，工程质量

较好，因此它不仅是多层以及高层建筑中最早采用

的结构体系且现在也得到广泛的应用［１２］．
目前对于框架结构弹性动力学，无论是简化后

的平面框架还是空间框架的变分原理国内外都所

见甚少．Ｖａｓｕｄｅｖａｎ等［３］给了一个混合变分原理，

朱见江等 ［４］采用连续化的模型，给出了框架结构

的最小势能原理的泛函．有关空间框架结构弹性动
力学的一些重要的基本原理，例如虚功原理和能反

映其初值边值问题的全部特征各类非传统 Ｈａｍｉｌ
ｔｏｎ型变分原理至今国内外还没有系统建立．

本文根据文文献［５，６，９］提出的一条简单而
统一的新途径，系统地建立了空间框架结构弹性动

力学的广义虚功原理和虚功原理、以及各类非传统

Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理和相空间非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型
变分原理．这种新的变分原理能反映这种动力学初
值边值问题的全部特征．

１　空间框架结构动力学基本方程和条件

设一空间框架结构，共有 ｍｌ根梁，ｍｚ根柱．任

取一根梁或柱（下面统称杆件），不考虑横向剪切

影响．如图１所示的正交直角坐标系ｏ－ｘｙｚ为杆件
局部坐标系，Ｏ－ＸＹＺ为结构整体坐标系．

图１　杆件坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｂａｒ

１）速度位移关系
ｊ梁：ｖｊ＝ｕｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：ｖｋ＝ｕｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （１）

式中ｖ＝［ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ，ωｘ］
Ｔ，ｕ＝［ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ，θｘ］

Ｔ；ｕｘ，
ｕｙ，ｕｚ，ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ分别为 ｘ，ｙ，ｚ方向的线位移和线速
度，θｘ，ωｘ分别为角位移和角速度．
２）动量速度关系
ｊ梁：ｐｊ＝ρｊＡｊｖｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：ｐｋ＝ρｋＡｋｖｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （２）

在上式中ｐ＝［ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ，Ｌｘ］
Ｔ，ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ分别为

ｘ，ｙ，ｚ方向的动量，Ｌｘ为角动量．Ａ为对角阵，Ａ＝
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
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，Ａ为杆件截面积，Ｊρ为杆件对 ｘ轴

的扭转惯性矩．
相应的 ｊ梁和 ｋ柱动能密度和余动能密度分

别为

Ｋｊ（ｖｊ）＝ρｊｖ
Ｔ
ｊＡｊｖｊ／２，Ｋｊ（ｐｊ）＝ｐ

Ｔ
ｊＡ
－１
ｊ ｐｊ／２ρｊ

Ｋｋ（ｖｋ）＝ρｋｖ
Ｔ
ｋＡｊｖｋ／２，Ｋｋ（ｐｋ）＝ｐ

Ｔ
ｋＡ
－１
ｋ ｐｋ／２ρｋ

３）运动方程
ｊ梁：ＢＱｊ－ｐｊ＋ｆｊ＝０　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：ＢＱｋ－ｐｋ＋ｆｋ＝０　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （３）

ｊ梁：ＢＱｊ－ρｊＡｊ̈ｕｊ＋ｆｊ＝０　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：ＢＱｋ－ρｋＡｋ̈ｕｋ＋ｆｋ＝０　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}）
（４）

式中Ｑ＝［Ｎｘ，Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｚ］
Ｔ，ｆ＝［ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ，ｍｘ］

Ｔ，０＝

［０，０，０，０］Ｔ，Ｂ 是 微 分 算 子 矩 阵，Ｂ ＝

ｄ／ｄｘ

ｄ２／ｄｘ２

ｄ２／ｄｘ２

ｄ／ｄ
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







ｘ

．Ｎｘ为轴向力，

Ｍｘ，Ｍｙ为弯矩，Ｍｚ为扭矩，ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ分别为作用在杆
件上的ｘ，ｙ，ｚ方向的外分布载荷，ｍｘ为分布扭矩．
４）广义应变与位移关系
ｊ梁：κｊ＝Ｂｕｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：κｋ＝Ｂｕｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （５）

式中κ＝［εｘ，κｚ，κｙ，κρ］
Ｔ，εｘ为杆件沿ｘ轴向应变，

κｚ，κｙ分别为杆件挠曲在ｏｘｙ面和ｏｘｚ内的曲率，κρ
为杆件绕ｘ轴的扭率．
５）广义内力和广义应变关系
ｊ梁：Ｑｊ＝Ｒｊκｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：Ｑｋ＝Ｒｋκｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （６）

ｊ梁：κｊ＝Ｒ
－１
ｊ Ｑｊ　（ｊ＝１，２，…，ｍｌ）

ｋ柱：κｋ＝Ｒ
－１
ｋ Ｑｋ　（ｋ＝１，２，…，ｍｚ}） （７）

式中 Ｒ＝

ＥＡ
ＥＩｙ

ＥＩｚ
ＧＪ













ρ

，Ｅ为杆件弹性模

量，Ｇ为杆件剪切模量，Ｉｙ，Ｉｚ分别为杆件对 ｙ，ｚ轴
的主惯性矩．

相应的 ｊ梁和 ｋ柱的应变能密度和余应变能
密度分别为

Φｊ（κｊ）＝κ
Ｔ
ｊＲｊκｊ／２，Ψｊ（Ｑｊ）＝Ｑ

Ｔ
ｊＲ

－１
ｊ ／２

Φｋ（κｋ）＝κ
Ｔ
ｋＲｋκｋ／２，Ψｋ（Ｑｋ）＝Ｑ

Ｔ
ｋＲ

－１
ｋ ／２

６）对于结构的整体直角坐标系Ｏ－ＸＹＺ，给定
节点外力的节点条件和给定节点位移的支撑节点

条件分别为

Ｔ１２＝［ＴＸｌ２，ＴＹｌ２，ＴＺｌ２，ＭＸｌ２，ＭＹｌ２，ＭＺｌ２］
Ｔ＝Ｔ－ｎ

（ｌ２＝１，２，…，ｍｆ为给定节点外力的节点数）
（８）

ｕ１１＝［ｕＸｌ１，ｕＹｌ１，ｕＺｌ１，θＸｌ１，θＹｌ１，θＺｌ１］
Ｔ＝ｕ－ｎ

（ｌ１＝１，２，…，ｍｓ为给定节点支撑的节点数）
（９）

７）初始条件

　

ｕ０ｊ（ｘ）＝ｕｊ（ｘ，０）＝［ｕｘｊ（ｘ，０），ｕｙｊ（ｘ，０），

　ｕｚｊ（ｘ，０），θｘｊ（ｘ，０）］＝珘ｕ０ｊ（ｘ）＝［珘ｕｘ０ｊ（ｘ），

　珘ｕｙ０ｊ（ｘ），珘ｕｚ０ｊ（ｘ），θ
～

ｘ０ｊ（ｘ）］

ｕ０ｋ（ｘ）＝ｕｋ（ｘ，０）＝［ｕｘｋ（ｘ，０），ｕｙｋ（ｘ，０），

　ｕｚｋ（ｘ，０），θｘｋ（ｘ，０）］＝珘ｕ０ｋ（ｘ）＝［珘ｕｘ０ｋ（ｘ），

　珘ｕｙ０ｋ（ｘ），珘ｕｚ０ｋ（ｘ），θ
～

ｘ０ｋ（ｘ

















）］

（１０）

　

ｐ０ｊ（ｘ）＝ｐｊ（ｘ，０）＝［ｐｘｊ（ｘ，０），ｐｙｊ（ｘ，０），

　ｐｚｊ（ｘ，０），Ｌｘｊ（ｘ，０）］＝珓ｐ０ｊ（ｘ）＝［珓ｐｘ０ｊ（ｘ），

　珓ｐｙ０ｊ（ｘ），珓ｐｚ０ｊ（ｘ），Ｌ
～

ｘ０ｊ（ｘ）］

ｐ０ｋ（ｘ）＝ｐｋ（ｘ，０）＝［ｐｘｋ（ｘ，０），ｐｙｋ（ｘ，０），

　ｐｚｋ（ｘ，０），Ｌｘｋ（ｘ，０）］＝珓ｐ０ｋ（ｘ）＝［珓ｐｘ０ｋ（ｘ），

　珓ｐｙ０ｋ（ｘ），珓ｐｚ０ｋ（ｘ），Ｌ
～

ｘ０ｋ（ｘ

















）］

（１１）
式中珘ｕ０ｊ（ｘ），珓ｐ０ｊ（ｘ），珘ｕ０ｋ（ｘ），珓ｐ０ｋ（ｘ）为已知初始值．

２　广义虚功原理、虚功原理

可以证明，事先满足结构的联接条件，ｐ，Ｑ，ｕ
有下列积分关系式成立：

∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｐＴｊｕｊ－ＱＴｊ（Ｂｕｊ）］ｄｘｄｔ＋∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｐＴｊｕｊ－
　（ＢＱｊ）

Ｔｕｊ］ｄｘｄｔ－∫ｌｊ［ｕＴｊ（ｘ，ｔ１）ｐｊ（ｘ，ｔ１）－
　ｕＴｊ（ｘ，０）ｐｊ（ｘ，０）］ｄｘ｝＋∑

ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［ｐＴｋｕｋ－
　ＱＴｋ（Ｂｕｋ）］ｄｘｄｔ＋∫

ｔ１

０∫ｌｋ［ｐＴｋｕｋ－

４２２
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　（ＢＱｋ）
Ｔｕｋ］ｄｘｄｔ－∫ｌｋ［ｕＴｋ（ｘ，ｔ１）ｐｋ（ｘ，ｔ１）－

　ｕＴｋ（ｘ，０）ｐｋ（ｘ，０）］ｄｘ｝＋

　∫
ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
ＴＴｌ２＝１Ｔ

Ｔ
ｌ２ｕｌ２Ｔ

Ｔ
ｌ１ｕｌ１］ｄｔ＝Ц１＋Ц２－Ц３＋

　Ц４＋Ц５－Ц６＋Ц７ ＝０ （１２）
（１２）式是本文给出的一个重要关系式，在力

学上可认为是空间框架结构弹性动力学广义虚功

原理的表式．从该式出发，不仅能系统建立空间框
架结构弹性动力学的虚功原理和空间框架结构弹

性动力学的各类变量非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理，
而且能清楚地阐明这些原理之间的内在联系．

当 Ｑ，ｐ满足方程（３）和条件（８），（１１）；满足
方程（１），（５）和条件（８），（１０）时，由（１２）式可得

∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ（ＱＴｊκｊ－ｐＴｊｖｊ）ｄｘｄｔ＋∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ（ＱＴｋκｋ－
　ｐＴｋｕｋ）ｄｘｄｔ＝∑

ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊｆｊｕｊｄｘｄｔ－
　∫ｌｊ［ｕＴｊ（ｘ，ｔ１）ｐｊ（ｘ，ｔ１）－珘ｕＴ０ｊ（ｘ）珓ｐ０ｊ（ｘ）］ｄｘ｝＋
　∑

ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋｆｋｕｋｄｘｄｔ－∫ｌｋ［ｕＴｋ（ｘ，ｔ１）ｐｋ（ｘ，ｔ１）－
　珘ｕＴ０ｋ（ｘ）珓ｐ０ｋ（ｘ）］ｄｘ｝＋∫

ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
ＴＴｌ２ｕｌ２＋

　∑
ｍｓ

ｌ１＝１
ＴＴｌ１ｕｌ１］ｄｔ （１３）

（１３）式可看成是空间框架结构弹性动力学虚
功原理的表式，它反映广义动力可能状态与广义运

动可能状态之间的最一般关系．或者说，它反映阴
变量ｕ，ｖ，κ与阳变量 ｆ，ｐ，Ｑ这两组对偶变量之间
的最一般关系．

３　各类变量广义变分原理

３．１　５类变量广义变分原理
当Ｑ与 κ分别是互不相关的任意函数时，可

以得到下列关系式

ＱＴκ＝Φ（κ）＋Ψ（Ｑ）＋Ａ（Ｑ，κ） （１４）
式中

Ａ（Ｑ，κ）＝１２（Ｑ－Ｒκ）
Ｔ（κ－Ｒ－１Ｑ） （１５）

只有Ｑ与κ满足（６）式和（７）式时，才有
ＱＴκ＝Φ（κ）＋Ψ（Ｑ） （１６）
当ｐ与ｖ是互不相关的任意函数时，可以得到

下列关系式

ｐＴｖ＝Ｋ（ｖ）＋Ｋ（ｐ）－Ｂ（ｐ，ｖ） （１７）
式中

Ｂ（ｐ，ｖ）＝（ρｖＴＡ－ｐＴ）Ａ－１（ρＡｖ－ｐ）／２ρ （１８）
只有当ｐ与ｖ满足（１．２ａ，ｂ）式时，才有

ｐＴｖ＝Ｋ（ｖ）＋Ｋ（ｐ） （１９）
上述的（１４）和（１７）式是本文给出的广义 Ｌｅｇ

ｅｎｄｒｅ变换式．
于是，（１２）式中 Ц１的积分函数 ｐ

Ｔ
ｊｕｊ和 Ц４的

积分函数ｐＴｋｕｋ可分别变换为

ｐＴｊｕｊ＝Ｋｊ（ｖ
ｉ
ｊ）＋Ｋｊ（ｐｊ）－Ｂｊ（ｐｊ，ｖｊ）－ｐ

Ｔ
ｊ（ｖｊ－

ｕｊ） （２０）

ｐＴｋｕｋ＝Ｋｋ（ｖ
ｉ
ｋ）＋Ｋｋ（ｐｋ）－Ｂｋ（ｐｋ，ｖｋ）－ｐ

Ｔ
ｋ（ｖｋ－

ｕｋ） （２１）

（１２）式中Ц的积分函数 ＱＴｊ（Ｂｕｊ）和 Ц４的积

分函数ＱＴｋ（Ｂｕｋ）可分别变换为

ＱＴｊ（Ｂｕｊ）＝Φｊ（κｊ）＋Ψｊ（Ｑｊ）＋Ａｊ（Ｑｊ，κｊ）－

　ＱＴｊ［κｊ－（Ｂｕｊ）］ （２２）

ＱＴｋ（Ｂｕｋ）＝Φｋ（κｋ）＋Ψｋ（Ｑｋ）＋Ａｋ（Ｑｋ，κｋ）－

　ＱＴｋ［κｋ－（Ｂｕｋ）］ （２３）
将（１２）式的Ц２－Ц３＋Ц５－Ц６＋Ц７变换为

Ц２－Ц３＋Ц５－Ц６＋Ц７ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊ［（ｐｊ－
　ＢＱｊ－ｆｊ）

Ｔｕｊ］ｄｘｄｔ＋∑
ｍｚ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋ［（ｐｋ－ＢＱｋ－
　ｆｋ）

Ｔｕｋ］ｄｘｄｔ＋ΠＩＢ ＋Π
。

＋∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｊｆＴｊｕｊｄｘｄｔ＋
　∑

ｍｚ

ｊ＝１
∫
ｔ１

０∫ｌｋｆＴｋｕｋｄｘｄｔ＋ΓＩＢ ＋Γ
。

（２４）

式中

　Π
。

＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ｛［ｐ

。

ｊ（ｘ，ｔ１）＋ｐ
。

ｊ（ｘ，０）］
Ｔｕｊ（ｘ，ｔ１）｝ｄｘ

∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ｛［ｐ

。

ｋ（ｘ，ｔ１）＋ｐ
。

ｋ（ｘ，０）］
Ｔｕｋ（ｘ，ｔ１）｝ｄｘ

　Γ
。

＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［ｕ

。Ｔ
ｊ（ｘ，ｔ１）ｐｊ（ｘ，ｔ１）

ｐ。Ｔｊ（ｘ，０）ｕｊ（ｘ，ｔ１）］
Ｔｄｘ∑

ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［ｕ

。Ｔ
ｋ（ｘ，ｔ１）ｐｋ（ｘ，ｔ１）

ｐ。Ｔｋ（ｘ，０）ｕｋ（ｘ，ｔ１）］ｄｘ

　ΠＩＢ ＝∫
ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
Ｔ
－
Ｔ
ｌ２ｕｌ２＋∑

ｍｓ

ｌ１＝１
ＴＴｌ２（ｕｌ１－珔ｕｌ１）］ｄｔ＋

∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ｛珓ｐＴ０ｊ（ｘ）ｕｊ（ｘ，ｔ１）－［珘ｕ０ｊ（ｘ）－

ｕｊ（ｘ，０）］
Ｔｐｊ（ｘ，０）｝ｄｘ＋

５２２
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∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ｛珓ｐＴ０ｋ（ｘ）ｕｋ（ｘ，ｔ１）－［珘ｕ０ｋ（ｘ）－

ｕｋ（ｘ，０）］
Ｔｐｋ（ｘ，０）｝ｄｘ

　ΓＩＢ ＝∫
ｔ１

０
［∑
ｍｆ

ｌ２＝１
（ＴＴｌ２－Ｔ

－
Ｔ
ｌ２）ｕｌ２＋∑

ｍｓ

ｌ１＝１
ＴＴｌ２珔ｕｌ１］ｄｔ＋

∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ［珘ｕＴ０ｊ（ｘ）ｐｊ（ｘ，０）－珓ｐＴ０ｊ（ｘ）ｕｊ（ｘ，ｔ１）］ｄｘ＋

∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ［珘ｕＴ０ｋ（ｘ）ｐｘ（ｘ，０）－珓ｐＴ０ｋ（ｘ）ｕｋ（ｘ，ｔ１）］ｄｘ

其中带上标。 的量为限制变分量［７］．
将（２０）（２４）式代入（１２）式中，经整理后可得

ПＳ５（ｐ，ｖ，Ｑ，κ，ｕ）＋ΓＳ５（ｐ，ｖ，Ｑ，κ，ｕ）＝０（２５）
而泛函ПＳ５和ΓＳ５分别为

ПＳ５ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛Ｋｊ（ｖｊ）－Φｊ（κｊ）－ｐＴｊ（ｖｊ－
　ｕｊ）＋Ｑ

Ｔ
ｊ［κｊ－（Ｂｕｊ）］＋ｆ

Ｔ
ｊｕｊ｝ｄｘｄｔ｝＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫

ｔ１

０∫ｌｋ｛Ｋｋ（ｖｋ）－Φｋ（κｋ）－ｐＴｋ（ｖｋ－ｕｋ）＋
　ＱＴｋ［κｋ－（Ｂｕｋ）］＋ｆ

Ｔ
ｋｕｋ｝ｄｘｄｔ｝＋ΠＩＢ ＋Π

。

ΓＳ５ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ［Ｋｊ（ｐｊ）－Ψｊ（Ｑｊ）－
　Ｂｊ（ｐｊ，ｖｊ）－Ａｊ（Ｑｊ，κｊ）＋（ｐｊ－ＢＱｊ－

　ｆｊ）
Ｔｕｊ］ｄｘｄｔ｝＋ΓＩＢ ＋Γ

。

＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫

ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｐｋ）－Ψｋ（Ｑｋ）－Ｂｋ（ｐｋ，ｖｋ）－
　Ａｋ（Ｑｋ，κｋ）＋（ｐｋ－ＢＱｋ－ｆｋ）

Ｔｕｋ］ｄｘｄｔ｝
定理 １　当且仅当 ｐ，ｖ，Ｑ，κ，ｕ是混合问题

（１），（２），（３），（４），（５），（６），（７）式的解，则必定
满足下列变分式

δΠＳ５＝０或 δΓＳ５＝０ （２６）
ΠＳ５和ΓＳ５分别是空间框架结构弹性动力学５

类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分原理的势能形
式和余能形式的泛函．对于事先满足结构的联接条
件的Ｑ，ｕ和任意ｐ，ｖ，κ无关的，它们之间存在互补
关系（２５）．
３．２　３类变量广义变分原理

当ｐ，ｖ，ｕ满足（１）和（２）式时，（２５）式就变成
为

ΠＳ３（Ｑ，κ，ｕ）＋ΓＳ３（Ｑ，κ，ｕ）＝０ （２７）
而泛函ΠＳ３和ΓＳ３分别为

ΠＳ３（Ｑ，κ，ｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛Ｋｊ（ｕｊ）－Φｊ（κｊ）＋
　ＱＴｊ［κｊ－（Ｂｕｊ）］＋ｆ

Ｔ
ｊｕｊ｝ｄｘｄｔ｝＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｕｋ）－Φｋ（κｋ）＋ＱＴｋ［κｋ－
　（Ｂｕｋ）］＋ｆ

Ｔ
ｋｕｋ］ｄｘｄｔ｝＋ΠＩＢ ＋Π

。

ΓＳ３（Ｑ，κ，ｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ［Ｋｊ（ｕｊ）－Ψｊ（Ｑｊ）－
　Ａｊ（Ｑｊ，κｊ）＋（ρｊＡｊ̈ｕｊ－ＢＱｊ－ｆｊ）

Ｔｕｊ］ｄｘｄｔ｝＋

　ΓＩＢ ＋Γ
。

＋∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｕｋ）－Ψｋ（Ｑｋ）－
　Ａｋ（Ｑｋ，κｋ）＋（ρｋＡｊ̈ｕ－ＢＱｋ－ｆｋ）

Ｔｕｋ］ｄｘｄｔ｝

式中Ｋｕ＝ρｕＴＡｕ／２．

定理２　当且仅当 Ｑ，κ，ｕ是混合问题（４），
（５），（６），（８），（９），（１０），（１１）式的解，则必定满

足变分式δΠＳ３＝０或δΓＳ３＝０．

ΠＳ３和ΓＳ３分别是空间框架结构弹性动力学３

类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分原理的势能形
式和余能形式的泛函，对于事先满足结构的联接条

件的Ｑ，ｕ和任意无关的κ，它们之间存在互补关系
（２７）．

３．３　２类变量广义变分原理
当Ｑ，κ满足（６）式时，（２７）式就变成为

ΠＳ２（Ｑ，ｕ）＋ΓＳ２（Ｑ，ｕ）＝０ （２８）

而泛函ΠＳ２和ΓＳ２分别为

ΠＳ２（Ｑ，ｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛Ｋｊ（ｕｊ）＋Ψｊ（Ｑｊ）－
　ＱＴｊ（Ｂｕｊ）＋ｆ

Ｔ
ｊｕｊ｝ｄｘｄｔ｝＋∑

ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｕｋ）－
　Ψｋ（Ｑｋ）－Ｑ

Ｔ
ｋ（Ｂｕｋ）＋ｆ

Ｔ
ｋｕｋ］ｄｘｄｔ｝＋ΠＩＢ＋Π

。

ΓＳ２（Ｑ，ｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ［Ｋｊ（ｕｊ）－Ψｊ（Ｑｊ）＋
　（ρｊＡｊ̈ｕｊ－ＢＱｊ－ｆｊ）

Ｔｕｊ］ｄｘｄｔ｝＋ΓＩＢ ＋Γ
。

＋

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｕｋ）－Ψｋ（Ｑｋ）＋（ρｋＡｊ̈ｕ－
　ＢＱｋ－ｆｋ）

Ｔｕｋ］ｄｘｄｔ｝

定理３　当且仅当Ｑ，κ是混合问题（４），（８），
（９），（１０），（１１）及下式

Ｂｕｊ＝Ｒ
－１
ｊ Ｑｊ，Ｂｕｋ＝Ｒ

－１
ｋ Ｑｋ

的解，则必定满足下列变分式δΠＳ２＝０或δΓＳ２＝０．

ΠＳ２和ΓＳ２分别是空间框架结构弹性动力学２

类变量非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分原理的势能形
式和余能形式的泛函，对于事先满足结构的联接条

件的Ｑ，ｕ，它们之间存在互补关系（３．１３）．

６２２
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３．４　１类变量广义变分原理
当κ，ｕ满足（５）式时，泛函ΠＳ３就变成为

ΠＳ１ ＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ｛Ｋｊ（ｕｊ）－Φｊ（Ｂｕｊ）＋
　ｆＴｊｕｊ｝ｄｘｄｔ｝＋∑

ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［Ｋｋ（ｕｋ）－
　Φｋ（Ｂｕｋ）＋ｆ

Ｔ
ｋｕｋ］ｄｘｄｔ｝＋ΠＩＢ －

　∑
ｍｌ

ｊ＝１
∫ｌｊ｛ρｊＡｊ［ｕ

。

ｊ（ｘ，ｔ１）＋

　ｕ
。

ｊ（ｘ，０）］
Ｔｕｊ（ｘ，ｔ１）｝ｄｘ－

　∑
ｍｚ

ｋ＝１
∫ｌｋ｛ρｋＡｋ［ｕ

。

ｋ（ｘ，ｔ１）＋

　ｕ
。

ｋ（ｘ，０）］
Ｔｕｋ（ｘ，ｔ１）｝ｄｘ （２９）

定理４　当且仅当 ｕ是混合问题（９），（１０），
（１１）及下式

Ｂ［Ｒｊ（Ｂｕｊ）］－ρｊＡｊ̈ｕｊ＋ｆｊ＝０，
Ｂ［Ｒｋ（Ｂｕｋ）］－ρｋＡｋ̈ｕｋ＋ｆｋ＝０

的解，则必定满足变分式δΠＳ１＝０．

ΠＳ１是１类变量空间框架结构弹性动力学非传
统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型广义变分原理的势能形式的泛函．
３．５　相空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理

当ｐ与ｖ和κ与ｕ分别满足（２）式和（５）式时，
泛函ΠＳ５就变为

Π
～

Ｓ２（ｐ，ｕ）＝∑
ｍｌ

ｊ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｊ［ｐｊ（ｕｊ）－
　Ｈｊ（ｐｊ，ｕｊ）］ｄｘｄｔ｝＋∑

ｍｚ

ｋ＝１
｛∫
ｔ１

０∫ｌｋ［ｐｋ（ｕｋ）－
　Ｈｋ（ｐｋ，ｕｋ）］ｄｘｄｔ｝＋ΠＩＢ ＋Π

。

（３０）

式中Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数Ｈ（ｐ，ｕ）＝Ｋ（ｐ）＋Φ（Ｂｕ）－ｆＴｕ

由δΠ
～

Ｓ２（ｐ，ｕ）＝０，可以推导出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则
方程

ｕ＝Ｈ／ｐ＝Ｈｐ
ｐ＝－Ｈ／ｕ＝－Ｈ}

ｕ

（３１）

或

ｕｊ＝Ａ
－１
ｊ ｐｊ／ρｊ

ｕ＝Ａ－１ｋ ｐｋ／ρ}
ｋ

（３２）

Ｂ［Ｒｊ（Ｂｕｊ）］－ｐｊ＋ｆｊ＝０

Ｂ［Ｒｋ（Ｂｕｋ）］－ｐｋ＋ｆｋ＝ }０ （３３）

和边界条件（８），（９）与初始条件（１０），（１１）．
式中

Ｈｕ＝［Ｈ／ｕｘ，Ｈ／ｕｙ，Ｈ／ｕｚ，Ｈ／θｘ］，

Ｈｐ＝［Ｈ／ｐｘ，Ｈ／ｐｙ，Ｈ／ｐｚ，Ｈ／Ｌｘ］．
定理５　当且仅当ｐ，ｕ是混合问题（８）－（１１）及

（３２），（３３）式解，则必定满足变分式δΠ
～

Ｓ２（ｐ，ｕ）＝０．

Π
～

Ｓ２是空间框架结构弹性动力学２类变量相空
间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理的泛函．

为了揭示 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程的数学结构，将
（３１）式写成矩阵形式

［ｕｊ，ｕｋ，ｐｊ，ｐｋ］
Ｔ＝Ｊ［Ｈｊｕ，Ｈｋｕ，Ｈｊｐ，Ｈｋｐ］

Ｔ （３４）

式中，Ｊ＝
０ Ｉ８
－Ｉ８[ ]０，Ｉ８为８阶单位阵，方阵Ｊ是辛

几何的度量矩阵，它是辛矩阵．
（３４）式揭示了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程和相应的相

空间非传统Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理都具有自然辛结构．
这个自然辛结构在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学中起着决定性的
作用，揭示出力学的辛几何结构．它使得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
力学显得更加简洁，对称和完美．也正是这个最根
本的原因，使得对应于辛几何的Ｈａｍｉｌｔｏｎ力学体系
的算法要比对应于 Ｒｉｅｍａｎｎ几何的 Ｌａｇｒａｎｇｅ力学
体系的算法和对应于Ｅｕｃｌｉｄ几何的Ｎｅｗｔｏｎ力学体
系的算法，具有更加优越的计算功能．

４　结语

本文所建立的空间框架结构弹性动力学的各

类非传统 Ｈａｍｉｌｔｏｎ型增量变分原理都是限制变分
原理，它们能反映空间框架结构弹性动力学初值－
边值问题的全部特征．文中所建立的各类非传统
Ｈａｍｉｌｔｏｎ型变分原理是空间框架结构弹性动力学
的重要组成部分，而且为建立基于变分原理的直接

解法，如有限元法等提供了重要的理论基础．因篇
幅所限，有关这些变分原理的应用研究，将另文阐

述．
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