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Ｂｅｎｎｅｙ方程的势对称和不变解
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摘要　利用微分形式的吴方法计算了Ｂｅｎｎｅｙ方程的势对称及其不变解．由于 Ｂｅｎｎｅｙ方程中包含不稳定项

和耗散项，使得直接求其不变解较为困难，利用吴 －微分特征列算法可大大降低其中确定方程组的计算难

度．本文全面讨论了Ｂｅｎｎｅｙ方程不同系数情况下的对称，并且得到了新的势对称，同时利用这些对称求得了

相应的不变解，这些解对进一步研究Ｂｅｎｎｅｙ方程所描述的物理现象具有广泛的应用价值．文章表明，对于守

恒形式的偏微分方程，可通过其辅助系统求得的势对称来构造其不变解．

关键词　Ｂｅｎｎｅｙ方程，　势对称，　不变解

引 言

Ｂｅｎｎｅｙ方程作为物理学中非常重要的一类非

线性波动方程［１］（ＫｄＶ方程）的扩展，其精确解的

研究相对较少．Ｂｅｎｎｅｙ［２］首先研究了具有耗散和不

稳定因素作用下的 ＫｄＶ方程，提出了包含耗散和
不稳定效应的一维波产生模型 －Ｂｅｎｎｅｙ方程，这
个方程在等离子体物理、流体动力学及其他领域有

着广泛的应用，所以寻找其精确解具有重要意义．
由于该方程包含不稳定项和耗散作用项，因而使求

解更为困难．
为了寻求上述偏微分方程的精确解，我们采用

Ｂｌｕｍａｎ［３］等提出的势对称理论进行计算．势对称理

论是扩充方程（组）的最有效且简便的方法，对于

来自物理、化学、生物等现代科学产生的数学模型，

通过势对称理论可以得到更多非常有意义的解［４］，

这些解不同于由经典对称得到的解．这里以两个自
变量为例，假设给定方程可以写成守恒形式：

Ｄｘｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ１，…，ｕｋ－１）－

　Ｄｔｇ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ１，…，ｕｋ－１）＝０ （１）

引入势函数ｖ，得方程（１）的辅助系统：

ｖ
ｔ
＝ｆ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ

１
，…，ｕ

ｋ－１
）

ｖ
ｘ
＝ｇ（ｘ，ｔ，ｕ，ｕ

１
，…，ｕ

ｋ－１
{ ）

（２）

设辅助系统（２）的古典对称向量为

Ｘ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｘ
＋τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｔ

＋

　η（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕ
＋φ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖ

（３）

如果ξ２ｖ＋τ
２
ｖ＋η

２
ｖ≠０，则称 Ｘ是方程（１）的势对称

向量．
在势对称的计算过程中，对于求解难度很大的

确定方程组这个关键问题，我们反复使用了微分形

式的吴方法［５］，也就是将吴微分特征列集应用在对

称计算上，即吴 －微分特征列算法［６－７］．该算法是
由Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ符号语言编制而成用于计算微分多
项式组的特征列集的程序包，并已经成功地应用到

一类非线性电报方程的守恒律和非局部对称的分

类问题当中［８－９］．
本文主要利用微分形式的吴方法计算了 Ｂｅｎ

ｎｅｙ方程的势对称和不变解，考虑到方程中包含不
同的系数，每个系数都有具体的物理含义，我们分

八种情况进行了讨论．这对进一步研究非线性Ｂｅｎ
ｎｅｙ方程所描述的物理现象具有重要的理论意义．

１　Ｂｅｎｎｅｙ方程的势对称和不变解

设Ｂｅｎｎｅｙ方程
ｕｔ＋ｕｕｘ＋αｕｘｘ＋βｕｘｘｘ＋γｕｘｘｘｘ＝０ （４）

写成守恒形式

（ｕ）ｔ＋（
１
２ｕ

２＋αｕｘ＋βｕｘｘ＋γｕｘｘｘ）ｘ＝０ （５）

根据守恒律，引入势变量ｖ，得相应的辅助系统：
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ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋αｕｘ＋βｕｘｘ＋γｕ{ ｘｘｘ

（６）

设方程组（６）对应的古典对称向量为：

Ｘ＝ξ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｘ
＋τ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｔ

＋

　η（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｕ
＋φ（ｘ，ｔ，ｕ，ｖ）ｖ

（７）

下面对方程组（６）的系数 α，β，γ分八种情况进行
讨论：

１．１　α≠０，β≠０，γ≠０
利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方

程组的特征列集所对应的方程组为［６－７］

ηｖ＝ηｕ＝ηｔ＝ηｘ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘ，η－ξｔ＝０

τｖ＝τｕ＝τｔ＝τｘ＝０，φｖ＝φｕ＝φｔ，η＋φｘ＝０（８）
解方程组（８）得 ξ＝ｃ１ｔ＋ｃ２，τ＝ｃ３，η＝ｃ１，φ＝

－ｃ１ｘ＋ｃ４，其中ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４为任意常数，则对称向

量为Ｘ１＝ｔ

ｘ
＋
ｕ
－ｘ
ｖ
，Ｘ２＝


ｘ
，Ｘ３＝


ｔ
，Ｘ４＝


ｖ

显然无势对称．我们可以计算对称向量 Ｘ１的不变

解，Ｘ１的特征方程为
ｄｘ
ｔ＝
ｄｔ
０＝
ｄｕ
１＝

ｄｖ
－ｘ，得不变量为

ｔ＝ｋ１，ｕ＝
ｘ
ｔ＋ｋ２，ｖ＝

ｘ２
２ｔ＋ｋ３．设ｋ１＝θ，ｋ２＝ｈ１（θ），

ｋ３＝ｈ２（θ），则ｕ＝
ｘ
ｔ＋ｈ１（ｔ），ｖ＝－

ｘ２
２ｔ＋ｈ２（ｔ）．将ｕ，

ｖ代入（６）得ｈ１＝０，ｈ２＝αｌｎｔ＋ａ，故Ｘ１对应的不变

解为ｕ＝ｘｔ，ｖ＝－
ｘ２
２ｔ＋αｌｎｔ＋ａ，若将ｕ＝

ｘ
ｔ＋ｈ１（ｔ）

代入（４）中，得ｈ１＝
ｃ
ｔ，则又可得一解ｕ＝

ｘ＋ｂ
ｔ．

１．２　α≠０，β≠０，γ＝０
方程组（６）变为
ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋αｕｘ＋βｕ{ ｘｘ

（９）

利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方程组
的特征列集所对应的方程组为

　ηｖ＝ηｕ＝ηｔ＝ηｘ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘ＝０，η－ξｔ＝０
　τｖ＝τｕ＝τｔ＝τｘ＝０，φｖ＝φｕ＝φｔ＝０，η＋φｘ＝０ （１０）

方程组（１０）与方程组（８）相同，故其不变解与
１．１类同．
１．３　α≠０，β＝０，γ＝０

方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋αｕ{ ｘ

（１１）

利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方
程组的特征列集所对应的方程组为

ηｔ＋ｕηｘ＝０，ηｘｘ＝ηｔｔ＝ηｘｔ＝ηｕｕ＝０，

ξｘｘ＝ξｔｔ＝ξｕ＝ξｖ＝０，τｘ＝τｕ＝τｖ＝０

ηｔ＋ｕξｘｔ＝０，η－ｕηｕ－ξｔ＝０，

ηｘ－ξｘｔ＝０，η－２αηｖ－ξｔ＋ｕξｘ＝０，φｕ＝０

η－ξｔ＋ｕξｘ－ｕφｖ＝０，αηｘ－φｔ＝０，

ξｔ＋φｘ＝０，２ξｘ－τｔ＝０ （１２）

解方程组（１２）得 ξ＝ｃ１ｘｔ＋ｃ２ｘ＋ｃ３ｔ＋ｃ４，τ＝ｃ１ｔ
２＋

２ｃ２ｔ＋ｃ５，η＝ｃ１（ｘ－ｔｕ）－ｃ２ｕ＋ｃ６ｕｅ
ｖ
２α＋ｃ３，φ＝ｃ１（αｔ

－ｘ
２

２）－ｃ３ｘ＋２αｃ６ｅ
ｖ
２α＋ｃ７，其中 ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ５，ｃ６，

ｃ７为任意常数，则对称向量为

Ｘ１＝ｘｔ

ｘ
＋２ｔ２ 

ｔ
＋（ｘ－ｔｕ）

ｕ
＋（αｔ－ｘ

２

２）

ｖ
，

Ｘ２＝ｘ

ｘ
＋２ｔ
ｔ
－ｕ
ｕ
，Ｘ３＝ｔ


ｘ
＋
ｕ
－ｘ
ｖ
，

Ｘ４＝

ｘ
，Ｘ５＝


ｔ
，Ｘ６＝ｕｅ

ｖ
２α
ｕ
＋２αｅ

ｖ
２α
ｖ
，Ｘ７＝


ｖ

显然Ｘ６为势对称向量，则我们可利用势对称向量
Ｘ４＋Ｘ６求得方程组的不变解．

Ｘ４＋Ｘ６的特征方程为
ｄｘ
１＝
ｄｘ
１＝
ｄｔ
０＝

ｄｖ
２αｅ

ｖ
２α
，不变量ｔ

＝ｋ１，ｕ＝ｋ２ｅ
ｖ
２α，ｘ＋ｅ－

ｖ
２α＝ｋ３，设ｋ１＝θ，ｋ２＝ｈ１（θ），ｋ３

＝ｈ２（θ），则ｕ＝ｈ１（ｔ）ｅ
ｖ
２α，ｖ＝－２αｌｎ（ｈ２（ｔ）－ｘ），将

ｕ，ｖ代入（１１），得ｈ１＝－２α，ｈ２＝ａ，故Ｘ４＋Ｘ６对应

的不变解为ｕ＝－２αａ－ｘ，ｖ＝－２αｌｎ（ａ－ｘ）．

１．４　α＝０，β≠０，γ＝０
方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋βｕ{ ｘｘ

（１３）

利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方程组
的特征列集所对应的方程组为

ηｖ＝ηｔ＝ηｘ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘｘ＝０，ηｕ＋２ξｘ＝０，

η－ξｔ＋２ｕξｘ＝０，τｖ＝τｕ＝τｘ＝０，３ξｘ－τｔ＝０，

ξｘ＋φｖ＝０，φｕ＝φｔ＝０，η＋φｘ＋２ｕξｘ＝０ （１４）
解方程组（１４）得ξ＝ｃ１ｘ＋ｃ３ｔ＋ｃ４，τ＝３ｃ１ｔ＋ｃ２，η＝

０２２
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－２ｃ１ｕ＋ｃ３，φ＝－ｃ１ｖ－ｃ３ｘ＋ｃ５，其中ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，ｃ５

为任意常数，则对称向量为Ｘ１＝ｘ

ｘ
＋３ｔ
ｔ
２ｕ
ｕ


ｖ
ｖ
，Ｘ２＝


ｔ
，Ｘ３＝ｔ


ｘ
＋
ｕ
－ｘ
ｖ
，Ｘ４＝


ｘ
，Ｘ５＝


ｖ
，

显然无势对称．计算对称向量 Ｘ４的不变解，由 Ｘ４

的特征方程
ｄｘ
１＝
ｄｔ
０＝
ｄｕ
０＝
ｄｖ
０，得不变量：ｔ＝ｋ１，ｕ＝

ｋ２，ｖ＝ｋ３．设ｋ１＝θ，ｋ２＝ｈ１（θ），ｋ３＝ｈ２（θ），则ｕ＝ｈ１
（ｔ），ｖ＝ｈ２（ｔ）．将 ｕ，ｖ代入（１３），得 ｈ１＝０，ｈ２＝ａ，
故Ｘ４对应的不变解为ｕ＝０，ｖ＝ａ．
１．５　α＝０，β＝０，γ≠０
方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋γｕ{ ｘｘｘ

（１５）

利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方程组
的特征列集所对应的方程组为

ηｖ＝ηｔ＝ηｘ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘｘ＝０，ηｕ＋３ξｘ＝０，

η－ξｔ＋３ｕξｘ＝０，τｖ＝τｕ＝τｘ＝０，４ξｘ－τｔ＝０，
２ξｘ＋φｖ＝０，φｕ＝φｔ＝０，η＋φｘ＋２ｕξｘ＝０（１６）

解方程组（１６）得ξ＝ｃ１ｘ＋ｃ３ｔ＋ｃ４，τ＝４ｃ１ｔ＋ｃ２，η＝
－３ｃ１ｕ＋ｃ３，φ＝－２ｃ１ｖ－ｃ３ｘ＋ｃ５，其中 ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４，

ｃ５为任意常数，则对称向量为Ｘ１＝ｘ

ｘ
＋４ｔ
ｔ
－３ｕ


ｕ
－２ｖ
ｖ
，Ｘ２＝


ｔ
，Ｘ３＝ｔ


ｘ
＋
ｕ
－ｘ
ｖ
，Ｘ４＝


ｘ
，Ｘ５

＝
ｖ
，显然无势对称．此种情况类同于１．４．

１．６　α＝０，β≠０，γ≠０
方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋βｕｘｘ＋γｕ{ ｘｘｘ

（１７）

利用吴－微分特征列集程序计算得确定方程组的
特征列集所对应的方程组为

ηｖ＝ηｕ＝ηｔ＝ηｘ＝０，η－ξｔ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘ＝０，
τｘ＝τｔ＝τｕ＝τｖ＝０，φｔ＝φｕ＝φｖ＝０，η＋φｘ＝０

（１８）
解方程组（１８）得ξ＝ｃ１ｔ＋ｃ２，τ＝ｃ３，η＝ｃ１，φ＝ｃ１ｘ＋
ｃ４，其中ｃ１，ｃ２，ｃ３，ｃ４为任意常数，则对称向量为Ｘ１＝

ｔ
ｘ
＋
ｕ
ｘ
ｖ
，Ｘ２＝


ｘ
，Ｘ３＝


ｔ
，Ｘ４＝


ｖ
，显然无势对

称．下面计算对称向量Ｘ１的不变解，Ｘ１的特征方程

为
ｄｘ
ｔ＝
ｄｔ
０＝
ｄｕ
１＝
ｄｖ
ｘ，得不变量ｔ＝ｋ１，ｕ＝

ｘ
ｔ＋ｋ２，ｖ＝

ｘ２
２ｔ＋ｋ３，设ｋ１＝θ，ｋ２＝ｈ１（θ），ｋ３＝ｈ２（θ），则ｕ＝

ｕ
ｔ＋

ｈ１（ｔ），ｖ＝
ｘ２
２ｔ＋ｈ２（ｔ），将ｕ，ｖ代入（１７），得ｈ１＝０，ｈ２

＝ａ，故Ｘ１对应的不变解为ｕ＝
ｘ
ｔ，ｖ＝

ｘ２
２ｔ＋ａ．

１．７　α≠０，β＝０，γ≠０
方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ

２＋αｕｘ＋γｕ{ ｘｘｘ

（１９）

利用吴－微分特征列集程序包计算得确定方程组
的特征列集所对应的方程组为

ηｖ＝ηｕ＝ηｔ＝ηｘ＝０，η－ξｔ＝０，ξｖ＝ξｕ＝ξｘ＝０，

τｘ＝τｔ＝τｕ＝τｖ＝０，φｔ＝φｕ＝φｖ＝０，η＋φｘ＝０

（２０）
方程组（２０）与方程组（１８）相同，故其不变解

与１．６类同．
１．８　α＝０，β＝０，γ＝０
方程组（６）变为

ｖｘ＝－ｕ

ｖｔ＝
１
２ｕ{ ２

（２１）

利用吴－微分特征列集程序计算得确定方程
组的特征列集所对应的方程组为：

ｕ２ηｖ－２ηｔ－２ｕηｘ＝０，－２ｕξｕ＋ｕ
２τｕ－２φｕ＝０

２η＋ｕ２ξｖ－２ξｔ－２ｕξｘ－ｕ
３τｖ＋２ｕτｔ＋２ｕ

２τｘ＝０
２ηｕ＋ｕηｕｕ－２ξｔｕ－２ξｘ－ｕξｘｕ＋２τｔ＋

　２ｕτｔｕ＋３ｕτｘ＋ｕ
２τｘｕ＝０

２ηｔ＋２ｕηｔｕ＋ｕ
２ηｘｕ－４ξｔｔ－４ｕξｘｔ－ｕ

２ξｘｘ＋

　４ｕτｔｔ＋４ｕ
２τｘｔ＋ｕ

３τｘｘ＝０

６η＋２ｕηｕ－ｕ
２ξｖ－６ξｔ－４ｕξｘ＋６ｕτｔ＋

　４ｕ２τｘ－２ｕφｖ＝０

ｕ２ηｕ－ｕ
２ξｘ＋ｕ

２τｔ＋ｕ
３τｘ＋２φｔ＝０

２η＋２ｕηｕ－４ξｔ－４ｕξｘ＋４ｕτｔ＋３ｕ
２τｘ－２φｘ＝０

（２２）
方程组（２２）求解困难，有待于进一步研究．

２　结论

本文主要对Ｂｅｎｎｅｙ方程不同系数的各种情况

１２２
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的对称进行了讨论，并用之求得其对应的不变解．
结果表明：可写成守恒形式的偏微分方程并不一定

都允许势对称，在本文中只有第三种和第八种情况

存在势对称．在什么情况下偏微分方程允许势对
称，这是有待于研究的问题．
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