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含有分叉的受控多体系统传递矩阵法

杨富锋　芮筱亭　展志焕
（南京理工大学，动力工程学院，南京　２１００９４）

摘要　多体系统传递矩阵法是解决受控多体系统动力学问题的有效方法，针对含有分叉的受控多体系统动

力学问题，分别建立了控制激励元件、控制反馈元件及其含有分叉的受控多体系统总体传递矩阵．实例计算

了无控和受控多体系统的运动响应与牛顿欧拉方法比较，计算表明了受控多体系统传递矩阵法解决分叉控

制系统运动的有效性．
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引 言

随着工程技术发展的需要，近４０年来，国内外
专家学者一直不懈努力，不断创造性地提出和改进

各种多体系统动力学方法，如 Ｗｉｔｔｅｎｂｕｒｇ方法［１］、

Ｓｃｈｉｅｈｌｅｎ方法［２］、Ｋａｎｅ方法［３］等，这些方法极大地

推动了现代工程技术的发展，为解决各种机械系统

动力学问题提供了多种有效地计算方法．现行的各
种多体系统动力学方法虽风格迥异，但必须建立系

统的总体动力学方程，这一点也是所有多体系统动

力学方法中带有各自印记的最精彩部分．寻求高度
程式化的方法，已成为国内外学者普遍关注的理论

和实际问题．
多体系统传递矩阵法是实用的工程动力学方

法，无需建立系统总体动力学方程，解决了兵器、机

器人、航空、航天、机械等国防和国民经济建设等诸

多领域中以各种方式相联接的多个刚体和弹性体

组成的复杂多体系统动力学快速建模与计算问题．
多体系统传递矩阵法系统解决了线性多体系统特

征值的计算问题［４］．多体系统离散时间传递矩阵法
实现了用多体系统传递矩阵法解决多刚体系统动

力学问题和多刚柔体系统动力学问题［５，６］．传递矩
阵法用于受控多跨机械臂的振动模态分析，为多体

系统传递矩阵法应用于受控多体系统提供了新思

路［７］．文献８中把受控元件作为多体系统的元件，
建立了受控线性多体系统传递矩阵法解决了无延

迟受控链式线性多体系统动力学问题，实现了用受

控线性多体系统传递矩阵法求解受控多体系统的

稳态响应［８］．文献９通过建立控制激励元件传递矩
阵和控制反馈元件传递矩阵，将控制变量写入状态

矢量列阵中，解决了链式延迟受控多体系统和无延

迟受控多体系统动力学问题［９］．
闭环系统可以经过适当的切割化为分叉系统，

反馈和激励元件的不同位置使分叉受控多体系统

具有不同的传递矩阵．在文献８和９链式受控多体
系统传递矩阵法的基础上，作为多体系统传递矩阵

法的新发展，本文建立含有分叉的受控多体系统传

递矩阵法，实例计算表明了该方法对含有分叉的多

体系统的有效性．

１　受控多体系统元件传递矩阵

多体系统元件的传递方程可写成如下形式

ｚ０＝ＵｚＩ （１）
式中，Ｕ是传递矩阵，ｚＩ，ｚ０是输入输出端的状态矢
量．线性系统的状态矢量中的状态变量用模态坐标
表示，形式如下

Ｚ＝［Ｘ　Θ　Ｍ　Ｑ］Ｔ （２）
式中，Ｘ、Θ、Ｍ、Ｑ分别表示线位移、角位移、内力矩
和内力的模态坐标，对有周期性外力作用的线性系

统，系统的稳态运动可用扩展传递矩阵来表示，式

（２）的状态矢量中增加单位１．
离散时间传递矩阵法中状态矢量的状态变量

用物理坐标表示，状态矢量为

ｚ＝［ｘ　θ　ｍ　ｑ　１］Ｔ （３）



动　力　学　与　控　制　学　报 ２００８年第６卷

式中，ｘ、θ、ｍ、ｑ分别表示位置、转角、内力矩和内力
的物理坐标．

延迟控制系统，控制力在当前时刻已知，可视

为与当前时刻的状态变量无关的外力列入传递矩

阵中．无延迟控制系统控制力与当前时刻状态相
关，将控制力作为状态变量列入状态矢量中．定义
含有控制力的状态矢量为

ｚ＝［ｘ　θ　ｍ　ｑ　ｕ］Ｔ （４）
式中，ｕ是控制力．

对无延迟控制系统，引入控制激励元件和控制反

馈元件．图１中控制激励元件的传递方程可以写成

图１　控制激励元件相互作用关系
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式中，ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｇ４，ｇ５分别表征了被控元件状态变
量与控制输入变量的传递关系．

图２中控制反馈元件的传递方程可以写成
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式中，ｈ１，ｈ２，ｈ３，ｈ４，ｈ５分别表征了反馈元件状态变
量与控制力的传递关系．若控制系统为带有参考输
入的反馈控制，即有外加控制力作用于系统，参考

输入作为外力列入受控元件的传递矩阵．
对于离散时间系统分叉系统，未受控元件的传

递矩阵形式为

图２　控制反馈元件相互作用关系
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，

　ｉ＝１，…，ｎ＋１ （７）
式中ｌ为系统中元件受控变量个数，受控元件的传
递矩阵中元素由无控时元件离散时间传递矩阵中

的元素和单位阵Ｉｌ组成．即

Ｕ０＝
Ｕｍ×ｎ Ｕｂｍ×１
０ｌ×ｎ[ ]１

（ｍ＋ｌ）×（ｎ＋ｌ）

（８）

为无控时元件离散时间传递矩阵．
对于线性时不变分叉系统，未受控元件的传递

矩阵形式为

　Ｕ２＝
Ｕｍ×ｎ ０ｍ×ｌ
０ｌ×ｎ Ｉ[ ]

ｌ （ｍ＋ｌ）×（ｎ＋ｌ）

，ｉ＝１，…，ｎ＋１ （９）

式中ｌ为系统中元件受控变量个数，受控元件的传

递矩阵中元素由无控时元件线性时不变传递矩阵

中的元素和单位阵 Ｉｌ组成．即 Ｕｍ×ｎ为线性时不变
系统元件的传递矩阵．

如果系统存在外力，其元件的传递矩阵形式为
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，

　ｉ＝１，…，ｎ＋１ （１０）
受控元件的传递矩阵中元素由无控时元件扩

展传递矩阵中的元素和单位阵Ｉｌ组成．即

Ｕ０＝
Ｕｍ×ｎ Ｕｆｍ×１
０ｌ×ｎ[ ]１

（ｍ＋ｌ）×（ｎ＋ｌ）

（１１）

为线性时不变系统元件的扩展传递矩阵．

２　无控分叉多体系统动力学模型

图３所示的由若干个元件组成的分叉多体系
统由多个子系统组成，元件可以是体（刚体、弹性

４１２
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体、集中质量）、铰（弹性铰、光滑铰、阻尼器）等．元
件１，…，ｉ为基上的元件；元件 ｉ１，…，ｊ为第一个分
支上的元件，元件ｊ１，…，ｎ为第二个分支上的元件．
两个分支分别与基上的元件ｉ相连．０为基的边界，
ｊ＋１为第一个分支的边界，ｎ＋１为第二个分支的
边界．基和每一个分支可看作一个连接于分叉点的
链式子系统．实际上基元件组成的子系统也可以看
作一个分支系统．

图３　分叉系统框图

Ｆｉｇ．３　Ｂｒａｎｃｈｅｄｓｙｓｔｅｍｇｒａｐｈ

若图３中的分叉系统为线性时不变系统，元件
的传递矩阵 Ｕｉ，ｉ＝１，…，ｎ，建立方法参见文献１０．
若该分叉系统为线性时变系统，则元件的传递矩阵

建立方法参见文献５．
对于该分叉系统，可以看作从边界点０、ｊ＋１、ｎ

＋１向分叉点元件ｉ进行传递，传递方程为
ｚｉ＋１＝ＵｉＵｉ－１…Ｕ１ｚ０，１ （１２）
ｚｉ，ｉ１＝Ｕｉ１…Ｕｊｚｊ，ｊ＋１ （１３）
ｚｉ，ｊ１＝Ｕｊ１…Ｕｎｚｎ，ｎ＋１ （１４）

由分叉处元件状态矢量之间的关系得

Ｕ（１）ｉ ｚｉ＋１＝ｚｉ，ｉ１ （１５）

Ｕ（２）ｉ ｚｉ＋１＝ｚｉ，ｊ１ （１６）
可得无控分叉系统传递方程
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系统传递矩阵中，

Ｕ１１＝Ｕ
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Ｕ１２＝－Ｕｉ１…Ｕｊ
Ｕ２１＝Ｕ

（２）
ｉ Ｕｉ…Ｕ１

Ｕ２３＝－Ｕｊ１…Ｕｎ

３　受控分叉多体系统传递矩阵

如图４所示的分叉控制系统，从一个分支上的
第ｋ个元件反馈后对基上的元件ｌ进行控制．
控制传递关系为

ｚｌ＋１，ｌ＝Ｕｌｚｌ，ｌ－１＋ＴＧＴＨｚｋ－１，ｋ （１８）

ｚｋ－１，ｋ＝Ｕｋ…Ｕｊｚｊ，ｊ＋１ （１９）
ｚｉ，ｉ１＝Ｕｉ１…Ｕｋ…Ｕｊｚｊ，ｊ＋１ （２０）
ｚｉ，ｊ１＝Ｕｊ１…Ｕｎｚｎ，ｎ＋１ （２１）
ｚｉ＋１＝Ｕｉ…Ｕｌ＋１（Ｕｌ…Ｕ１ｚ０，１＋ＴＧＴＨＵｋ…Ｕｊｚｊ，ｊ＋１）

（２２）

图４　分支到基座的控制图

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｒｅｌａｔｉｏｎｆｒｏｍｂｒａｎｃｈｔｏｂａｓｅ

分叉系统的控制传递关系

Ｕ（１）ｉ Ｕｉ… Ｕｌ＋１Ｕｌ… Ｕ１ｚ０，１ ＋（Ｕ
（１）
ｉ Ｕｉ… Ｕｌ＋１

ＴＧＴＨＵｋ…Ｕｊ－Ｕｉ１…Ｕｋ…Ｕｊ）ｚｊ，ｊ＋１＝０ （２３）

Ｕ（２）ｉ Ｕｉ…Ｕｌ＋１…Ｕ１ｚ０，１＋（Ｕ
（２）
ｉ Ｕｉ…Ｕｌ＋１ＴＧＴＨＵｋ

…Ｕｊｚｊ，ｊ＋１－Ｕｊ１…Ｕｍ…Ｕｎｚｎ，ｎ＋１＝０ （２４）
由（１５），（１６），（１８）～（２２）得分支到基座受

控分叉系统，系统总体传递方程为

Ｕ１１ Ｕ１２ ０
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系统传递矩阵中，

Ｕ１１＝Ｕ
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Ｕ１２＝Ｕ
（１）
ｉ Ｕｉ…Ｕｌ＋１ＴＧＴＨＵｋ…Ｕｊ－Ｕｉ１…Ｕｋ…Ｕｊ

Ｕ２１＝Ｕ
（２）
ｉ Ｕｉ…Ｕｌ＋１…Ｕ１

Ｕ２２＝Ｕ
（２）
ｉ Ｕｉ…Ｕｌ＋１ＴＧＴＨＵｋ…Ｕｊ

Ｕ２３＝－Ｕｊ１…Ｕｍ…Ｕｎ
因为基座和两个分支都可以看作链式子系统，

系统总传递方程描述了分叉系统任两个分支之间

的控制传递关系．

４　受控分叉多体系统动力学问题求解

４．１　时不变系统动力学问题求解
对于时不变系统，式（２５）可写为
ＵａｌｌＺａｌｌ＝０ （２６）

式中

Ｕａｌｌ＝
Ｕ１１ Ｕ１２ ０

Ｕ２１ Ｕ２２ Ｕ[ ]
２３

Ｚａｌｌ＝［Ｚ
Ｔ
０，１　Ｚ

Ｔ
ｊ，ｊ＋１　Ｚ

Ｔ
ｎ，ｎ＋１］

Ｔ

根据系统边界条件，记去掉 Ｚａｌｌ中的零元素状

５１２
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态矢量为Ｚ
－

ａｌｌ，去掉Ｕａｌｌ中与状态矢量 Ｚａｌｌ中零元素

对应的列得到方阵为Ｕ
－

ａｌｌ．则

Ｕ
－

ａｌｌＺ
－

ａｌｌ＝０ （２７）

Ｕ
－

ａｌｌ与系统的结构参数和固有频率 ωｋ（ｋ＝１，
２，３，…）有关，当系统结构参数确定后，系统的固有
频率ωｋ对应的行列式值为零，即

ｄｅｔＵ
－

ａｌｌ＝０ （２８）
式（２８）为系统的特征方程．求解该特征方程，即可得
系统的固有频率ωｋ（ｋ＝１，２，３，…）．在给定的规一

化条件下，求解对应于固有频率ωｋ的Ｚ
－

ａｌｌ，即对应于

系统边界的状态矢量Ｚ０，１，Ｚｊ，ｊ＋１和Ｚｎ，ｎ＋１．根据控制
传递关系式，即可求得系统任一元件的状态矢量．

系统元件的体动力学方程可写为［１０］

Ｍｊｖｊ，ｔｔ＋Ｃｊｖｊ，ｔ＋Ｋｊｖｊ＝ｆｊ，ｊ＝１，２，…，ｎ （２９）
式中，ｊ为体元件编号，ｆｊ为外力．

令

ｖｊ＝∑
ｎ

ｋ＝１
Ｖｋｊｑ

ｋ（ｔ） （３０）

对方程两边用增广特征矢量 Ｖｋ作内积，再对 ｊ累
加，利用增广特征矢量正交性得

ｑ̈ｋ（ｔ）＋
∑
ｊ
＜∑

ｎ

ｋ＝１
（ＣｊＶ

ｋ
ｊ）ｑ

ｋ（ｔ），Ｖｋｊ＞

ｄｋ
＋

　ω２ｋｑ
ｋ（ｔ）＝

∑
ｊ
＜ｆｊ，Ｖ

ｋ
ｊ＞

ｄｋ
（３１）

式中ｄｋ＝∑
ｊ
＜ＭｊＶ

ｋ
ｊ，Ｖ

ｋ
ｊ＞．

采用数值积分法求出 ｑ１，…，ｑｎ，代入（３０），即
可求得物理坐标下系统的动力响应．
４．２　时变系统动力学问题求解

对于时变系统，式（２５）可写为
ＵａｌｌＺａｌｌ＝０ （３２）

式中

Ｕａｌｌ＝
Ｕ１１ Ｕ１２ ０

Ｕ２１ Ｕ２２ Ｕ[ ]
２３

ｚａｌｌ＝［ｚ
Ｔ
０，１　ｚ

Ｔ
ｊ，ｊ＋１　ｚ

Ｔ
ｎ，ｎ＋１］

Ｔ

根据系统边界条件，求解系统传递方程，根据

控制传递关系式，得到ｔｉ时刻系统各连接点的状态
矢量，从而得到系统的运动．

５　数值算例

如图５所示受控分叉多体系统，元件１、２、３、４

为空间弹簧，元件５为刚体，元件６、７、８为扭簧，元
件９、１０、１１为转子，元件５为反馈元件．通过元件５
的状态变量反馈，控制元件１、２、３、４的刚度，进而
控制元件５的运动．弹簧１、２、３、４的刚度为

图５　分叉多体系统模型

Ｆｉｇ．５　Ｂｒａｎｃｈｅｄｍｕｌｔｉｂｏｄｙｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ

ｋ１ｘ
ｋ１ｙ
ｋ１









ｚ

＝
２０００Ｎ／ｍ
３０００Ｎ／ｍ









２０００Ｎ／ｍ
，

ｋ２ｘ
ｋ２ｙ
ｋ２









ｚ

＝
３０００Ｎ／ｍ
２５００Ｎ／ｍ









２０００Ｎ／ｍ
，

ｋ３ｘ
ｋ３ｙ
ｋ３









ｚ

＝
４０００Ｎ／ｍ
２０００Ｎ／ｍ









４５００Ｎ／ｍ
，

ｋ４ｘ
ｋ４ｙ
ｋ４









ｚ

＝
５０００Ｎ／ｍ
３０００Ｎ／ｍ









５０００Ｎ／ｍ

元件５的质量为２ｋｇ，对几何中心的转动惯量
为

Ｊ５＝
０．０３ ０ ０
０ ０．０３ ０
０ ０ ０．









０３

元件９的质量为０．２ｋｇ，元件９、１０、１１旋转轴的转
动惯量为０．０００６ｋｇ．ｍ２，元件６、７、８的扭转刚度分
别为 ｋ６＝１５００Ｎ．ｍ／ｒａｄ、ｋ７＝１５００Ｎ．ｍ／ｒａｄ、ｋ８＝
１５００Ｎ．ｍ／ｒａｄ．取系统比例阻尼系数α＝０．０２５，β＝
０．０５，元件９、１０、１１受到外力矩的作用

Ｍｘ＝１．７５４ｓｉｎ（２π×３７ｔ）Ｎ．ｍ
Ｍｙ＝１．７５４ｓｉｎ（２π×４０ｔ）Ｎ．ｍ
Ｍｚ＝１．７５４ｓｉｎ（２π×４３ｔ）Ｎ．ｍ
采用角位移和角加速度作为反馈量，控制形式为

ｈｘ＝－ｋａｘθ
¨

５ｘ－ｋｄｘθ５ｘ，ｈｙ＝－ｋａｙθ
¨

５ｙ－ｋｄｙθ５ｙ，ｈｚ＝

ｋａｚθ
¨

５ｚ－ｋｄｚθ５ｚ
控制参数

ｋａｘ＝２ｅ－４，ｋｄｘ＝１０００
ｋａｙ＝３ｅ－４，ｋｄｙ＝２０００
ｋａｚ＝４ｅ－４，ｋｄｚ＝３０００
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定义各联接点的状态矢量

Ｚ０，１＝［Ｘ０，１，Ｙ０，１，Ｚ０，１，Ｑｘ０，１，Ｑｙ０，１，Ｑｚ０，１］
Ｔ
６×１

Ｚ５，６＝［Ｘ５，６，Ｙ５，６，Ｚ５，６，Θｘ５，Θｙ５，Θｚ５，Ｍｘ５，６，

Ｍｙ５，６，Ｍｚ５，６，Ｑｘ５，６，Ｑｙ５，６，Ｑｚ５，６］
Ｔ
１２×１

Ｚ９，０＝［Θ９，Ｍ９］
Ｔ
２×１

Ｚ０，２、Ｚ０，３、Ｚ０，４、Ｚ５，１、Ｚ５，２、Ｚ５，３、Ｚ５，４与 Ｚ０，１有相
同的形式，Ｚ５，７、Ｚ５，８与 Ｚ５，６有相同的形式，Ｚ１０，０、
Ｚ１１，０、Ｚ９，６、Ｚ１０，７、Ｚ１１，８与Ｚ９，０具有相同的形式．
同时定义

Ｚ０，１－４＝［Ｘ０，１，Ｙ０，１，Ｚ０，１，Ｑｘ０，１，Ｑｙ０，１，Ｑｚ０，１，…，

Ｑｘ０，４，Ｑｙ０，４，Ｑｚ０，４］
Ｔ
２４×１

Ｚ５，６－８＝［Ｘ５，６，Ｙ５，６，Ｚ５，６，Θｘ５，Θｙ５，Θｚ５，Ｑｘ５，６，

Ｑｙ５，６，Ｑｚ５，６，…，Ｑｘ５，８，Ｑｙ５，８，Ｑｚ５，８］
Ｔ
２４×１

应用本文上述的受控分叉多体系统传递矩阵

法求解受控多体系统分叉动力学问题，无需建立系

统的总体动力学方程，根据元件的传递关系和控制

关系按序列写元件的传递方程后拼装系统总传递

方程为

ＵａｌｌＺａｌｌ＝０
式中

Ｚａｌｌ＝［Ｚ
Ｔ
０，１－４　Ｚ

Ｔ
５，６－８　Ｚ

Ｔ
９，０　Ｚ

Ｔ
１０，０　Ｚ

Ｔ
１１，０］

Ｔ

Ｕａｌｌ＝

Ｕ１１ ０ ０ ０ ０

Ｕ２１ Ｕ（１）５，６８ ０ ０ ０

０ Ｕ（１）６ Ｕ（２）６ Ｕ９ ０ ０

０ Ｕ（１）７ ０ Ｕ（２）７ Ｕ１０ ０

０ Ｕ（１）８ ０ ０ Ｕ（２）８ Ｕ

















１１

Ｕ１１＝Ｕ
（１）
１４（Ｕ１４＋ＴＧＨＵ

（１）
５，６８）Ｕ

（２）
１４

Ｕ２１＝Ｕ
（２）
５，６８（Ｕ１４＋ＴＧＨＵ

（１）
５，６８）

控制反馈元件和激励元件中元素

ＴＧｘ（７，２３）＝１，ＴＨｘ（２３，４）＝ｈｘ
ＴＧｙ（８，２４）＝１，ＴＨｙ（２４，５）＝ｈｙ
ＴＧｚ（９，２５）＝１，ＴＨｚ（２５，６）＝ｈｚ
Ｚａｌｌ由系统边界点状态矢量组成，Ｕａｌｌ为该系统

总传递矩阵，是２４×３６矩阵．
根据系统边界条件

Ｘ０，ｊ＝０、Ｙ０，ｊ＝０、Ｚ０，ｊ＝０，ｊ＝１，…，４
Ｍ９＝０、Ｍ１０＝０、Ｍ１１＝０

记去掉Ｚａｌｌ中零元素的状态矢量为 Ｚ
－

ａｌｌ，去掉 Ｕａｌｌ中
与状态矢量Ｚａｌｌ中零元素对应的列得到２４×２４的

方阵为Ｕ
－

ａｌｌ．则

Ｕ
－

ａｌｌＺ
－

ａｌｌ＝０
图６、图７和图８分别给出了元件５无控与受

控时ｘ向角速度时间历程、ｙ向角速度时间历程和
ｚ向角速度时间历程的多体系统传递矩阵法和牛顿
欧拉方法的比较．图６８中，ＮＣ－ＭＳ－ＴＭＭ为无
控多体系统传递矩阵法，ＣＭＳＴＭＭ为多体系统传
递矩阵法求解受控多体系统，ＮＣＮｅｗｔｏｎＥｕｌｅｒ为
牛顿欧拉方法，ＣＮｅｗｔｏｎＥｕｌｅｒ为牛顿欧拉方法求
解受控多体系统．从图６８可见，元件５的角位移
和角加速度作

图６　元件５的ｘ向角速度时间历程

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｎｇｅｌｖｅｌｏｃｉｔｙｘｉｎｅｌｅｍｅｎｔ５

图７　元件５的ｙ向角速度时间历程

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｎｇｅｌｖｅｌｏｃｉｔｙｙｉｎｅｌｅｍｅｎｔ５

图８　元件５的ｚ向角速度时间历程

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｎｇｅｌｖｅｌｏｃｉｔｙｚｉｎｅｌｅｍｅｎｔ５

为反馈量，对元件１－４进行控制，元件５的 ｘ、ｙ、ｚ
向振动角速度幅值很快衰减到平衡位置．受控传递
矩阵法的仿真效果与牛顿欧拉方法的仿真效果具
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有很好的一致性．当系统从初始状态运动一定时间
后，分叉受控系统稳态运动比无控系统稳态运动的

振幅小，说明选择合适的控制参数，对受控分叉多

体系统是非常重要的．

６　结论

本文作为多体系统传递矩阵法的新发展，建立

了含有分叉的受控多体系统传递矩阵法．实例计算
表明，分叉受控多体系统传递矩阵法解决含有分叉

的受控多体系统动力学问题与牛顿欧拉方法具有

很好的一致性，表明含有分叉的受控多体系统传递

矩阵法解决受控多体系统动力学有效．无需建立系
统的总体动力学方程，保持了多体系统传递矩阵法

的建模灵活、程式化程度高等所有优点．
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